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1. fejezet

El6sz6

"Jdték az egész vilag..."

(William Shakespeare nyomdn)

Osidsk ota foglalkozunk jatékokkal. Szamos lelet bizonyitja, hogy mar az Gs-
emberekben is élt a jaték 6sztone. Bar mas népeket mas-mas jatékok jellemeznek
sajat kornyezeti adottsagaikat figyelembe véve, egy valami biztosan kdzos ben-
niik. A jaték életiik alapvets torténéseit modellezte. A koriilottiik él6 allatokat
jatszottak el, a tulélésiikért folytatott vadaszatra késziiltek fel, gydjthettek bo-
gyokat és egyéb értékesnek vélt kincseket, elére eljatszhattak a szomszéd torzzsel
vivott hdborit és a nemzetségiikben uralkodé hierarchiat, vagy jatszhattak kor-
nyezetiik szorakoztatasara pl. egy fiizfadgbol faragott furulyan.

Nincs ez masképp a modern vildgban sem, noha &si jatékainkat és azok
szarmazékait mar mas formakban jatszuk, az alapvets motivacidink ugyanazok.
A jatékok személyes életiinkben is az els6 mozzanatok kozé tartoznak. Ahogy
egy gyermek megtanulja, hogy a négyzet alakt darab a négyzet alaka lyukba
passzol, hogy olykor vesziteni is tudni kell, hogy a farasztéan sok gyakorlds
és a koncentracié6 meghozza a gylimdlesét, mind-mind hozzajarul testi, lelki és
szellemi fejlédéséhez.

Napjaink legtobb embert megmozgaté vilagra szélé eseményei szintén jaté-
kok, gondoljunk csak az Olimpiai Jatékokra vagy a Futball Vilagbajnoksagokra.
Eppen ezért, jatékokkal foglalkozni mindig kézponti téma volt és lesz a jovében

is.



Matematikai szempontbél az egyik leginkabb vizsgalt teriilet a métrix jaté-
koké volt. Ezen jatékok fénykora Neumann Janos és Emile Borel megjelenésével
vette kezdetét. Neumann tobbek kozott bebizonyitotta a minimax tételt, kdve-
t6inek (David Gale, Harold Kuhn, Alan Tucker) segitségével pedig a jatékel-
mélet hamarosan atvezetett a linearis programozas akkoriban friss tudoményé-
hoz, amely maig a jatékelmélet egyik leginkdbb értett és szamolhato teriilete.
A kozgazdasagtan elméleti megalapozasaban szintén nagy szerepet jatszott a
Neumann Jénos és Oscar Morgenstern altal bevezetett Kooperativ jatékok el-
mélete, 1d. [35], majd a John Nash altal vizsgalt nem kooperativ jatékok, mely
a Nash egyensuly felfedezéséhez és (matematikai hijan) jo néhany kézgazdasagi
Nobel-dijhoz vezetett.

A masik, matematikusok altal intenziven kutatott teriilet a kombinatorikus
jatékok (pl. NIM, Conway jaték, stb.) és azokon beliil egy némileg eltérs ag, a
minket most leginkabb érdekls tablajatékok (noha az elmult idGszakban pl. a
futballban is egyre inkabb alkalmaznak matematikai modszereket). Ezek koziil
a legismertebb és legnépszeribb jaték a sakk, melyrél megszamlalhatatlan sok
mi keletkezett mar. Hasonldan érdekes és kutatott tablajatékok emellett a Go,
vagy a Go tablajan (is) jatszhaté Go-Moku, mely az améba tipusa jatékok egyik
fajtaja.

Kisiskolas korunktol kezdve ismerjiik a Tic-Tac-Toet, vagy az Otodoloként is
ismert amdbét, angolul 5-in-a-row, melyben két jatékos egy négyzetracsos fiizet-
lapon felvaltva X-eket és O-kat rak, amig egyikiik megszerez 6t mezst egy sorban
(vizszintesen, fliggslegesen vagy atlosan). Bar a jaték tobb ezer éves multra te-
kint vissza és szabélyai nagyon egyszertinek tinnek, még mindig vannak nyitott
kérdések a témakorben.

Bizonyitott tény (igaz, csak az emberi agy altal atlathatatlan szdmitégépes
modszerekkel), hogy az 5-amdébat a kezdd nyeri, legalabbis véges 19 x 19-6s tab-
lan, valamint a 8-am&ba — ahol 6t helyett nyolc mez6 megszerzése ér gy&zelmet —
pedig dontetlen. A 6- és T-amdbak esetei azonban méig megoldatlan problémat
okoznak (bar sejtjiik, hogy szintén dontetlent adnak).

Jelen irdsban az améba tipusu jatékok parositéasi stratégiaival és azok altala-
nositasaival foglalkozunk, karakterizaljuk és megszamoljuk a péarositasok szem-

pontjabol legérdekesebb eset, a 9-amdéba Gsszes lehetséges péarositasat, melyeket
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rendszerbe foglalva egy érdekes strukturdju grafot is megadunk. A disszertacio
végén attekintjiik a nyitott kérdéseket és kisérletet tesziink a 7-amdéba megol-
désara is.

A laikusok szamaéra érthets, &m a matematikusok szamara is megvalaszolat-
lan kérdések kozismerten a szamelméletben fordulnak el leggyakrabban (leg-
alabbis a "koz" legtobbszor igy gondolja). Emellett azonban a kombinatorikus
jatékok elmélete is legalabb ennyi, mindenki szdméra érthets olyan kérdésfelve-
tést tartalmaz, melyek megvalaszoladsa eddig még a legjobb matematikusoknak
sem sikeriilt. Ne lep&djunk meg tehat, ha olykor a trivialis lépések megtétele
utdn nagyon hamar a szakadék szélén, az un. kombinatorikus kdoszban talaljuk
magunkat.

Az értekezés a szerz6 kovetkezs publikacioin alapul:

e L. Gyérfly, A. Pluhar (2016), Generalized pairing strategies — A bridge
from pairing strategies to colorings, Acta Univ. Sapientiae, Math., 8, no.

2, 233-248.

o L. Gyérfly, G. Makay, A. Pluhar (2019), Pairing strategies for the 9-in-a-
row game, Ars Math. Contemporanea, 16, 97-109.

e L. Gyérfly, G. Makay, A. London (2017), The structure of pairing strate-
gies for k-in-a-row type games, Acta Cybernet., 23, 561-572.



2. fejezet

Bevezetés

"Akarsz-e jatszani?"

(Kosztoldnyi Dezsd)

Bar az altalunk vizsgalt jatékokat szokas kombinatorikus vagy pozicios ja-
tékoknak is hivni, mégis a kovetkez6kben bevezetett hipergraf jaték lehet a
legtalalobb elnevezés szdmunkra. Mig a kombinatorikus jatékok k6zé minden
olyan jatékot beleértiink, melyeknél kombinatorikus gondolkodés vezet ered-
ményre, a pozicids jatékok mar egy sziikebb teriiletet jelentenek, melyek kozé
azonban még mindig beletartozik minden olyan jaték, melyek elemei poziciok-
kal leirhatok, pl. a sakk vagy a malom is. Az értekezésben vizsgalt hipergraf
jatékokra egyarant jellemz8, hogy egy H = (V, E) hipergrafon jatszék, ahol a ‘H
hipergraf csicsai alkotjak a tablat, mig az élei az un. nyeré halmazokat. Két ja-
tékos, I és II felvaltva valasztja a tabla elemeit. A normdl verzioban amelyikiik
els6ként megszerzi egy nyerS halmaz Osszes elemét, megnyeri a jatékot.

Mivel a terminolégia sajnos nem egységes, itt megemlitem Beck Jozsef altal

a Pozicios jatékokra adott feltételrendszert [4, 37]. Egy pozicios jatékban:
1. Két jatékos van, I és II, és I a kezdé.
2. Véges sok allas van, és adott egy kezdd allas.
3. Minden &llasban eldonthetk a jatékosok lehetséges 1épései.

4. A jatékosok felvaltva lépnek.
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5. A lépések minden szabélyos sorozata véges.

6. Szabalyos lépések egy teljes (a kezdGallastol a végéllasig) sorozata egy

jatszma.

7. A kimenetel minden végallasban meghatarozott, az egyik jatékos nyer,

vagy dontetlen.

8. Mindkét jatékos rendelkezik az Gsszes informéacioval; ismeri a szabalyokat
és a lehetGségeit, emlékszik a megtett 1épésekre, latja sajat és az ellenfele

lépéseit, stb.
9. Nincsenek a véletlentdl fliggs 1épések, szabélyok.

Ezen feltételek ekvivalensek egy absztrakt I' jatékkal, T' = (T, F'), ahol T
egy iranyitott gyGkeres fa, a jdtékfa, mig F' a T levelein értelmezett fiiggvény,
mely az I, II vagy D értékeket veheti fel. Az r gyokérpont nulla befokt, minden
méas pont befoka egy és minden iranyitott ut véges T-ben. A jaték menete a
kévetkezG: a jatékosok egy érmét tologatnak a fa iranyitott élei mentén. I kezd
r-ben és egy tetszileges szomszédjara lép, majd ezek utan felvéltva lépnek. Egy
q végallast elérve I (II) nyer, ha F(q) = I(II), illetve a jatszma dontetlen,
ha F(q) = D. Stratégia alatt egy olyan fiiggvényt értiink, amely T egy bels6 z
pontjédhoz egy olyan y pontot rendel, melybe vezet él z-bsl. Egy s stratégia nyerd
(dontetlen) valamely jatékosnak, ha azt kévetve az ellenfél barmely jatéka esetén
nyer (dontetlent ér el). Egy s stratégia azonosithatd a T fa egy Ty részfajaval:
minden z pontbdl indulo élt torliink, az (x, s(x)) kivételével.

A fentiek segitségével kimondhatjuk Zermelo tételét:

2.1. Tétel. Egy pozicids jatékban vagy valamelyik félnek van nyerd stratégidja,

vagy mindkettének van dontetlen stratégidja.

A bizonyitas, mely megtalalhaté Pluhar Andras [37] jegyzetében, a visszafele
cimkézés modszerét hasznélja. Konstruktiv bizonyitast ad, amellyel a fa méreté-
ben lineéris idében eldénthets barmely allas kimenetele. Jegyezziik meg, hogy a
tétel altalanosabban is kimondhato. A Zermelo altal adott bizonyitas raadasul
nem volt hibatlan, azt késébb Kénig Dénes, Kalmar Laszl6 és Neumann Janos

is javitotta, illetve erdsitette, lasd [10, 44].



Ugyancsak Beck [4] vezeti be a "Semi-infinite" megnevezést az olyan jaté-
kokra, melyeknél a hipergraf V' csicshalmaza végtelen ugyan, de az E hipergraf
élek mindegyike véges. Mivel a nyer§ halmazok végesek, ha valamelyik jatékos
nyer, ezt véges sok 1épésben teszi, igy az el6z6 bizonyitas tovabbra is miikédik.
Ezek kozé a jatékok kozé tartozik a végtelen tablan jatszott k-améba jaték is.

Ezek utan tekintsiink at néhéany jol ismert hipergraf jatékot.

X

X X X

O10IX|[O1OX]|[O
OIOIX|[O1O1IX]|1O

OlOIX|IO|O
X[XIO] X
O[X[XO1X
X[X[Of_1X

X|O|1X
X10]1O

2.1. dbra. Egy végigjatszott Tic-Tac-Toe jatszma

X
O

2.2. Példa (Tic-Tac-Toe). A két jatékos felvdltva tesz egy-egy jelet a kilenc
négyzetbél dllé 3 x 3-as tdbla egy-egy mezdjére. Aki hamarabb elfoglal egy teljes

sort, oszlopot vagy fédtlot, az nyer. A 2.1 dbrdn egy lehetséges jdatszma ldthato.

2.3. Megjegyzés. A Tic-Tac-Toe jaték normdl vdltozata dontetlen. Kezddnek

a kozépsd mezdben érdemes kezdenie, majd ha a mdsodik valamelyik sarokban
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vdlaszol (ha nem, akkor veszit), a jaték konnyen lathatéan dontetlen.

2.4. Példa (Tic-Toc-Tac-Toe). Eza Tic-Tac-Toe 3-dimenzids vdltozata, mely
tabldaja a 4 X 4 x 4-es kocka. A nyerd halmazok a sorok, oszlopok, a lap-, test-

és faatlok, dsszesen 76 db.

2.5. Megjegyzés. A jaték kezdd nyerd, de a nyerd stratégia eqy telefonkonyv-
nyi vastagsdgu, melyet Oren Patashnik taldlt 1977-ben és az eqyik elsd szdmi-
togép dltal adott bizonyitds volt a témakdorben. Az 5 X 5 X 5-ds jaték pedig mdig

nyitott kérdés, noha a sejtés diontetlen, a teljes esetvizsgdlat reménytelen.

2.6. Példa (Hales-Jewett jatékok). A H.J(n,d)-vel jelolt jaték tabldja egy
d dimenzios kocka, amelyik n® kisebb kockdbol dll. A nyerdhalmazok pedig a
soroknak, oszlopoknak és kilonféle dtloknak (lap, test, stb.) megfeleld n-esek.

Pl. HJ(3,2) a Tic-Tac-Toe, a HJ(4,3) a Tic-Toc-Tac-Toe.

2.7. Megjegyzés. Két dimenzicban a HJ(2,2) trividlisan kezdd nyerését adja,
3 X 3-ra azonban ldthattuk, hogy dintetlen az optimdlis stratégidk dltal kapott
eredmény és ez minden nagyobb n-re is igy van. Hdarom dimenzidban n = 4-ig a
HJ(n,3) jdték kezdd nyerd, a HJ(5,3) eset dontetlen gyanis, de csak n = 8-ra

van bizonyitva, hogy a harom dimenzids vdltozat déntetlen.
Altalaban véve az alabbi két részbdl allo Hales-Jewett tétel régota ismert:

2.8. Tétel (Hales és Jewett [21]). (a) Ha n > 3% — 1 (pdratlan n esetén)
vagy n > 2911 — 2 (pdros n esetén), akkor a H.J(n,d) jitékra létezik dintetlen
stratégia.

(b) Minden n természetes szamra létezik olyan d > 0 egész, melyre a HJ(n,d)

kezdd nyerd.

Ezeknél az eredményeknél mara joval tobb is ismert, azonban azok ismerte-

tése meghaladné jelen értekezés kereteit.

2.9. Példa (Amdba). A végtelen négyzetracson (gyakorlatban kikiiszobélve a
végtelent, fizetlapon, vagy Go-tdblan) jdtssza két jatékos. Felvdltva jelolik a me-
z0ket, s aki hamarabb képes ot, eqymdst kivetd mezdt vizszintesen, fiiggdlegesen

vagy dtlés iranyban elfoglalni, az nyer.



2.10. Példa (k-améba). Az eldzd jatékhoz nagyon hasonld, azonban 6t helyett

k darab mezdt kell megszerezni a gydzelemhez.

2.11. Megjegyzés. Ahogy késébb litni fogjuk, k < 4-re a jdték kezdd nyerd,

mig k > 8-ra déntetlen. A hdarom kéztes eset azonban mdig eldontetlen.

2.2. bra. A hex jaték [4]

2.12. Példa (Hex). A népszerd Hex jatékot Piet Hein alkotta meg 1942-ben
[27], majd téle figgetlenil John Nash 1948-ban, mely jdték azonban azdta megol-
datlan. A jdték tablaja egy hatszégekbdl allé nxn-es rombusz (dltaldban n = 11).
A két jatékos, fehér és fekete felvaltva foglal el mezdket sajdat szinével, ahol mind-
kettd célja Osszefiiggd sajdat szind utat létrehozni; fehérnek az északnyugati és

délkeleti, mig feketének az északkeleti és délnyugati oldalak kozott.

2.13. Megjegyzés. A jaték izgalmas, a sakkhoz hasonléan feladvinyokat ko-
zélnek dltaldban az n = 10 vagy n = 11 tdablaméretre. A hexben a nyeréhalmazok
nem szimmetrikusak, viszont a jdtszma végén biztosan nyer valamelyik fél (a
stratégialopds miatt tokéletes stratégidk esetén a kezdd), mivel a teljesen kiszi-
nezett tabldn biztosan van vagy fekete, vagy fehér befejezett nyeréhalmaz. Bdr

ezaltal bizonyitott, hogy biztosan létezik nyerd stratégia, annak hogyanjdarél nem
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tudunk meg semmit, és valdban, az n > 8 esetben nyitott probléma az explicit

nyerd stratégia meghatdrozdsa.

2.14. Példa (Kaplansky jaték). Két jatékos (piros és kék) foglal el még je-
loletlen pontokat a négyzetrdacsos sikon. Ha a jaték sordn egy egyenesen feltinik
n darab eqyszind pont gy, hogy azon az egyenesen nincsen mdsik szind pont,

akkor az ilyen konfigurdcict létrehozo jdatékos nyeri a jatékot.

2.15. Megjegyzés. Az n = 1,2,3 esetek trividlisan kezdd nyerdk, az n > 4
esetek azonban mdig megoldatlanok. 1972-ben Kleitman és Rotschild kimondtdk
a sejtést, hogy a jdaték haromndl nagyobb értékekre diontetlen, ez azota nyitott
kérdés. Ldthatjuk tehdt, hogy mdr egy ilyen egyszerd jdatékba is - kis n esetén is

- beletorhet a bicskdank.

Tovabbi példédkat Pluhar Andrés jegyzetében és cikkeiben [38, 39, 40, 12],
Beck Jozsef cikkeiben [3, 5, 2] és az alabbi konyvekben, Beck [4] ill. Berlecamp,
Conway, Guy [6], talalhatunk.

2.1. Hipergraf jatékok

Egy adott hipergrafon tobbféle kétszemélyes pozicios jatékot is definidlha-
tunk. Legyen H = (V, E), ahol V lehet végtelen, de egy A € E él mindig véges.
A V csucshalmazt gyakran tablanak, mig az éleket nyerd halmazoknak is
nevezziik.

A két jatékos felvaltva veszi V' cstucshalmaz elemeit. A normal, erds avagy
Maker-Maker (M-M) verzioban az a jatékos nyeri a jatékot, amelyik elébb
megszerzi egy A € E &l Gsszes elemét. Amennyiben ez egyik jatékosnak sem
sikeriil, a jaték eredménye dontetlen. Mivel a kezd§ jatékos 1épéselényben van,
sejthetjiik, hogy altalaban nagyobb eséllyel nyerhet. Hogy elénye mekkora egyes
jatékokban, azt Uiterwijk és Herik [43] vizsgalta jo néhany példara. Azonban,
hogy normal hipergraf jatékokban a masodik jatékosnak egyaltalan nincs esélye

nyerni, a kovetkezs tétel mondja ki.

2.16. Tétel (Hales-Jewett). Bdrmely normdl hipergrdf jatékban a kezdd nyer
vagy dontetlen az eredmény [21].
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A kezd§ jatékos nyer (dontetlent ér el) kifejezés alatt azt értjiik, hogy mind-
két jatékos tokéletes stratégidja esetén ez lenne az eredmény. Véges tablan akkor
van dontetlen, ha mar minden nyerShalmazban van mindkét jatékos altal meg-
jelolt elem, mig végtelen tablan jatszott jatékban azt is dontetlennek tekintjiik,
ha véges sok lépésben egyik jatékos sem nyer, igy a tétel (Zermelo tételéhez
hasonléan) a korabban emlitett "Semi-infinite" jatékokra is igaz.

Bizonyitas. A bizonyitds a John Nash altal (a hex jatékra) bevezetett stra-
tégialopas elvén mikddik: Ha a masodik jatékosnak lenne nyerd stratégidja, a
kezd§ jatékos figyelmen kiviil hagyva els§ lépését (egy jatékos korabbi lépése
nem lehet kiros sajat maganak) hasznalhatna a masodik jatékos nyers straté-
gidjat. ]

A tétel alapjan, mivel a masodik jatékosnak ugy sincs esélye nyerd straté-
giat talalni, definidlhatjuk a hipergraf jatékok Maker-Breaker (avagy gyenge)
véltozatat is.

Az Epit5-Rombold, avagy Maker-Breaker (M-B) verzioban Maker (Epi-
t0) szintén nyer egy él Osszes elemének megszerzésével, azonban a masik jaté-
kosnak, Breakernek (Rombolénak) elég Maker gySzelmét megakadalyoznia
sajat gy6zelme érdekében, azaz elég legalabb egy elemet megszereznie minden
E élben. Természetesen a M-B jatékokban nem fordulhat el6 dontetlen.

A M-M és M-B jatékok kozeli kapcsolatban allnak, hiszen ha Breaker nyer
maéasodik jatékosként, akkor a M-M jaték is dontetlen. Az allitas forditva nem
teljesiil, lasd a Tic-Tac-Toet, ahol a M-M jaték déntetlen, azonban ha a kezdének
nem kell figyelembe vennie a mésodik jatékos fenyegetéseit (vagyis amikor egy
lépésben elfoglalhatna egy nyer6 halmazt), akkor a kezd$ meg tudna nyerni a
jatékot. Masik oldalrél, ha a kezdd jatékos nyeri a M-M jatékot, akkor Maker is
nyeri a jaték M-B verziojat (ez sem igaz forditott irdnyban).

Vannak felgyorsitott (accelerated) és elfogult (biased) (p,q) M-B ja-
tékok is, ahol Maker p, Breaker pedig ¢ (felgyorsitott esetben p = ¢q) elemet
valaszthat a sajat lépésében. Chvatal és Erdds [9], Hefetz [25], Krivelevich [29]
és Pluhar [39] cikkeiben talalhatoak tovabbi példak és alkalmazasok elfogult
jatékokra.

Beck Jozsef vezette be a Picker-Chooser és Chooser-Picker verzidit a

Maker-Breaker jatékoknak, Beck [2], (magyarul Kérdezs-Valaszto vagy Festd-
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Megbizo jatéknak fordithatnank). A két jatékos Picker és Chooser. Picker ki-
vélaszt két elemet, amik koziil még egyiket sem vélasztotta ki korabban, Chooser
pedig donthet, hogy melyiket tartja meg a két elem koziil maganak (szinezi kék-
re). Amelyiket pedig nem tartja meg, az lesz Pickeré (az piros lesz). A Chooser-
Picker (C-P) verzioban Chooser épit és Picker rombol, mig a Picker-Chooser
P-C jatékban pont forditva, a cél azonos a korabbiakkal: az épits jatékos szerez-
zen meg (szinezzen egy szinnel) legalabb egy nyerchalmazt, a rombol6 jatékos
célja pedig ezt megakadalyozni.

Az el6z6 jatékokhoz hasonléan ezen jatékokban is definidlhatunk kiilonb6zé
felgyorsitott és elfogult verziokat.

Hipergraf jatékok kozott beszélhetiink még forditott jatékokrél, ahol egy
él elfoglaldsa a vesztést jelenti vagy djrahasznositott jatékokrol, ahol egy bi-
zonyos 1épésszam utdn dtmozgathatjuk sajat jeleinket. Ezen verzidkat azonban

csak emlités szinten jegyezziik meg.

2.1.1. Améba

Mint az el6szoban mar emlitettiik, az améba az egyik legismertebb és leg-
népszertbb hipergraf jaték, melyben alkalmazott 6tletek és stratégiak jo néhany
matematikust vezettek mély eredményre a kombinatorika valamely masik terii-
letén is. Definidljuk most a jatékhoz kapcsolédo hipergrafot egy altaldnos k

természetes szamra!

2.17. Definicié. A k-amdéba (avagy k-in-a-row) hipergrifjin az aldbbi Hy hi-
pergrifot értjik: Hy csicsai a végtelen négyzetrdics négyzetei, élei alatt pedig k
darab négyzetet értink, melyek egy sorban egymds utdn vizszintesen, fiiggdlege-

sen vagy dtlosan helyezkednek el.

A Hj. hipergrafon jatszott M-M vagy M-B jatékot nevezziik k-amdéba jaték-
nak. Noha a két verzi6é nem feltétleniil adja ugyanazt az eredményt, matematikai
szempontbol sokkal inkabb a Maker-Breaker verzié vizsgalhaté, igy az értekezés
tovabbi részében azzal foglalkozunk.

Nyilvanvalo, hogy a tokéletes stratégidkat tekintve, ha Makernek van nyerd
stratégidja egy adott Hj hipergrafon, akkor a k-nal kisebb értékekre is nyeri a

jatékot. Hasonldan ha Breaker rendelkezik a #H hipergrafon nyerd stratégiaval,
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akkor minden k-nal nagyobb értékre is nyer. Igy abbol, hogy Maker nyeri a 4-
amd@bat, természetesen kovetkezik az 1-, 2- és 3-amébak nyerése is. Hasonléan
a 8-amdéba Breaker nyerésébdl is kovetkeznek a k > 8 esetek Breaker nyerései.

Igy csak a két kiiszob eredményt emlitjiik:

2.18. Tétel. Breaker nyeri a 8-amdba jatékot [17], mig Maker nyeri az 5-amdba
jatékot a végtelen tdblin [1].

Jegyezziik meg, hogy utébbi kezdS nyerése nem bizonyitott még a M-M ja-
tékra (noha tévesen elterjedt a bizonyitds megléte), ezt kizardlag a 15 x 15-Gs,
ill. a 19 x 19-es tablakon allithatjuk. A meglepd tény oka a 2.3 adbréan illusztralt
Eztra set paradoz-nak nevezett jelenség, mely szerint djabb nyeréhalmazok vé-
tapasztalatok szerint mégis a tabla novelése a kezdd jatékosnak kedvez.

A 2.3 abran lathato hipergrafon legyenek a nyeréhalmazok a nyolc négy
hosszi ut, mely a fa gyokerétdl a levelekig megy. Kénnyen lathato, hogy a kezdd
nyeri a M-M jatékot. Azonban ha a nyer$ halmazok kozé az eddigieken feliil
bevessziik a bekarikidzott harom hosszu halmazt is, akkor a jatékra mér létezik

a mésodik jatékosnak dontetlen stratégiaja.

extra set

2.3. dbra. Az extra set paradox

A 6- és T-améba esetel nyitott kérdések mind a M-M, mind a M-B esetben.

2.19. Sejtés. Breaker nyeri a 6- ill. 7-amdbdt.

A tétel bizonyitasdhoz elGszor ismerjiink meg néhany modszert, mellyel vizs-

galhatunk hasonlé kérdéseket.
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2.2. Stratégiak

A jatékelmélet f6 kérdései a lehetséges stratégidkra vonatkoznak, pontosab-
ban arra, hogy melyik jatékosnak van nyerd ill. dontetlen stratégidja egy adott
jatékban. De mik is ezek a stratégiak? Ahogy kordbban a jatékfaknal mér emli-
tettiik, a stratégia egy fiiggvény, amely minden lehetséges allapotra elére meg-
mondja az adott jatékos kovetkezs lépését. (A valosagban azonban ritka, hogy
a jatékosok ilyen stratégiaval rendelkezzenek, mivel egy konkrét jatszma meg-
nyeréséhez nem sziikséges megnyerni az Gsszes lehetséges jatékot. Igy stratégiak
hijan a jatékosok leginkabb csak sokkal kevésbé megfoghatd "taktikakat" alkal-
maznak.)

Neumann Janos modelljében egy jaték elején a két jatékos csak egy-egy
vége is a jatéknak, hiszen a két jatékos stratégidja egyiitt meghatarozza az egész

jaték menetét, és igy a kimenetelét is.

2.20. Definicid. [{] Vegyiink egy hipergrdf jatékot egy véges H = (V, E) hi-
pergrifon. Egy stratégia a kezdd (mdsodik) jatékos szamdra egy Str figgvény,
melynek értelmezési tartomdnya V csicshalmaz killonbozé elemeibdl allo pdros
(pdratlan) hosszi részsorozat, az értékkészlete pedig V. Ha a kezdd jdtékos lé-
péseit az x1,x2,T3,..., 6 mdsodik jatékosét pedig az y1,y2,ys3, ... sorozat jeldli,

akkor az i-edik lépés egyértelmiien meghatdrozott a "miiltbol”:
x; = Str(z1, 91, 72, Y2, - Yi—-1) € V\{Z1,y1,72, Y2, .., yi-1},
ugyanigy a mdsodik jatékos szdmdra
yi = Str(z1,y1, T2, Y2, -, Yi—1, i) € V\{T1, Y1, T2, Y2, -, Yio1, Ti }-

A kezd§ jatékos egy nyerd vagy dontetlen stratégiajan azt értjiik, hogy

az
xy = Str(0), Yy, x2 = Str(z1,y1), Vy2, 23 = Str(z1,y1, T2, y2), Vys, ...

gyOzelmet (vagy dontetlent) eredményez a kezdd jatékos szaméara, mig hasonloan

a mésodik jatékos esetén

Vay,y1 = Str(z1), Voo, y2 = Str(z1,y1.22), Vs, ...
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gy6zelmet (dontetlent) ad a masodik jatékos szdmara.
Egy stratégia optimalis, ha vagy nyerd stratégia, vagy ha ilyen nem létezik,

akkor dontetlen stratégia.

2.2.1. Parositasok

Parositasokrol valésziniileg legtobbeknek a Stabil parositasi avagy Stabil hd-
zassdg probléma jut eszébe, melyben adott n férfi és n né és mindegyikiik rendel-
kezik egy rangsorral az ellentétes nem tagjaibol, mely az & preferencia listdja. A
feladat egy olyan n-elemi pérositas megadasa, amely stabil, vagyis nem létezik
olyan, a parositdson kiviili par, akik kolcsdnosen jobban preferaljak egymast a
jelenlegi parjukhoz képest.

Gale és Shapley belatték, hogy a stabil hazassag problémanak mindig van
megoldasa. Az eredményt egy moho algoritmus bizonyitja [37]. Az els§ lépés-
ben minden férfi ajanlatot tesz a kedvencének. Minden né a legjobb ajanlatot
fogadja el, de ez csak annyit jelent, hogy vardlistara teszi a kérét. A masodik
lépésben az elutasitott kérdk djra ajanlatot tesznek, ezittal a listdjukon méso-
dik kedvenc holgynek. A ndk ismét a pillanatnyilag legjobb ajanlatot fogadjak
el, esetlegesen lecserélve a varakozo6 listan 1évé férfit. Az algoritmus hasonléan
folytatodik, az el6z6 korben elutasitott (vagy listardl lekeriilt) férfiak a soron
kovetkezs jelolttel probalkoznak, mig a nék a lehetd legjobb jeloltet tartjak meg.
Az algoritmus legfeljebb n? — 2n + 2 lépésében minden né kapott mar ajanlatot,
igy véglegesitjiik a parokat.

Az algoritmus stabil parositast ad, azonban érdekesség, hogy belathato, hogy
a férfiak szamaéra a lehets legjobb part adja, mig a néknek a lehet6 legrosszabbat.
Nem véletlen, hogy amikor az 1940-es években az amerikai koérhazak egy idé
utén ezzel az algoritmussal probaltak megoldani az orvoshianyt és fiatal, éppen
végzett orvosokat elcsabitani, megtartottdk maguknak a "férfi szerepet", vagyis
a jogot a valasztésra, természetesen (és tévesen) hangoztatva, hogy ezzel az
orvosok is jol fognak jarni.

Bar a probléma nem kotédik szorosan az értekezés téméjahoz, a parosita-
sok megjelenése mellett az alabbi két tanulsag [37] is motivalta a dolgozatba

keriilését.
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e Minden probléméanal érdemes meggondolni a nyilvanvalonak tind (vagy
annak beéllitott) allitasokat, ahogy azt Gale és Shapley tették (és a fiatal

orvosok nem).

o Misrészt a modell azt sugallja, hogy ahhoz, hogy a mi preferencia listank
érvényesiiljon (pl. munkahely vagy par véilasztasanal), érdemes elébe men-
ni az eseményeknek és kishitiiség nélkiil megprébalni a legjobbnak ting

megoldéasokat a "siilt galambra varas" helyett.

A parositasi stratégia a pozicios jatékok esetében az egyik leggyakrabban
alkalmazott és legeredményesebb stratégia, ahogy a kovetkezd fejezetben latni
fogjuk. Itt jegyezziink meg annyit, hogy a parositasok a 9-amdéba Breaker nyeré-
se mellett szamos mas hipergraf jatékban bizonyultak eredményes modszernek.
Altalanos menete roviden, hogy Breaker elére beparositja a tabla elemeit, és
amennyiben Maker valaszt egy elemet, Breaker 1épésében annak a parjat va-

lasztja.

2.2.2. Résztablak

sen felbontja a végtelen négyzetracsot kisebb résztablakra, melyeken 1j nyerds-
halmazokat definial. Breaker egy lépésben mindig azon a tablan 1ép, amelyiken
Maker is lépett az utolso lépésében. Ha Breakernek sikeriil megakadélyoznia,
hogy Maker megszerezzen akar csak egy nyeréhalmazt valamelyik résztablan,
akkor a végtelen tablan is nyeri a jatékot.

Erre a modszerre adott el6szor példat C. Shannon és H. Pollak 1954-es ered-
ménye [6] a 9-amGba esetén, majd A. Brouwer a T.G.L. Zetters alnév mogé
btjva 1980-ban a 8-amdba esetére [17], melyekre Breaker rendre H-alakd hep-
tominokat ill. 3 x 4-es paralelogrammaékat hasznal a kévetkezSképpen:

Az 4bra baloldalan 1athato, hogy ha felosztjuk a sikot a H-alaku hetesekre,
és Maker egyik hetesben sem tudja megszerezni a négy db, 2.4 dbran vonallal
jelzett nyer6halmaz egyikét sem, akkor az egész tablan sem szerezhet meg egy
9-hosszti nyer6halmazt sem.

Hasonl6an, az abra jobb oldalan lathaté paralelogramma alaki résztablak-

kal Breaker megakadalyozhatja, hogy Maker elérjen egy 8-hossza nyeréhalmazt.
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N NN
R

| A,

2.4. dbra. Résztablédkra bontas

Egy ilyen paralelogrammaén az tjonnan definidlt kisebb nyerd halmazok a hdrom
vizszintes négyes, a négy atlés harmas és a két, vékony vonallal jelolt fiiggéle-
ges kettes. Egymas mellé téve a paralelogrammakat konnyen ellenérizhetd, hogy
a végtelen négyzetracson vett Osszes 8-hosszi nyerShalmaz tartalmaz legalabb
egy, paralelogrammaban taldlhaté teljes nyeréhalmazt. Egy ilyen paralelogram-

méaban a nyerd stratégia létezése konnyen belathato.

Jegyezziik meg, hogy A. E. Brouwer 1980-ban még nem a sajat neve alatt
t6, hogy rangon alulinak talalta, hogy sajat nevét adja hozza. Eredményének
jelent&ségét azonban mutatja, hogy bar valészintleg 1étezik dontetlen stratégia
a 7-amdébakra is (akar résztablakra bontassal), 1980 6ta mind a mai napig nem

sikeriilt ezt megtalalni.

Az utolsé részben még beszéliink a résztablakra bontasrol részletesebben is.

2.2.3. Esetvizsgalat

A legegyszertibbnek gondolt modszer az, ha végignézziik egy jaték Gsszes le-
hetséges kimenetelét és ez alapjan mondjuk meg az optimélis stratégiat. Azon-
ban mar egy néhany tiz mezén jatszott jatékra is ez a mai szamitasi kapacitasok
ismeretében altalaban teljesen reménytelen.

Ha vesziink egy hipergraf jatékot a H = (V, E) hipergrafon, és |V| = N,
akkor a lehetséges végig jatszott jatszmak szdma N!. Ha a részjatszmaékat is

szamoljuk, akkor a kovetkezét kapjuk:

N+N(N—1)+ NN —1)(N —2) + ...+ Nl = [eN!].
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A lehetséges poziciok szama nyilvanvaloan kevesebb,

> () (i)

m=0

amely raadasul feliilrsl becsiilheté 3V-nel, ami a 3-szinezések széma (X, 0, ?),
ahol "?" a még ki nem toltott mezdket jeloli. A poziciok kézotti kapesolatok
leirdsaval egyiitt azonban ez a szam sem kecsegtet tul sok reménnyel a nyerd
stratégiak keresésekor.

Vizsgéljuk meg a korabban emlitett jatékfa méretét is, amely egy cimké-
zett irdnyitott gyokeres fa. A csicsok a részjatszmak, a gyokér a kezdd pozicio,
a levelek a végéllapotok, mig az iranyitott gyokér-levél utak a konkrét jatsz-
mak, melyekb6l N! van. A cimkék (I, II, D) jelolik, hogy egy adott pozicio
melyik jatékos szamara nyers (vagy dontetlen). A jaték kimenetelének megha-
tarozasa a levelektdl valo visszafele cimkézéssel torténik, a jaték kimenetelének
eldontéséhez a gyokér cimkéjét kell meghatarozni.

Pozicio-grafon egy cimkézett gyokeres irdnyitott grafot értiink, melynek
csucsai a poziciok, a gyokér a kezdd pozicid, az irdnyitott élek pedig egy adott
poziciobol a kiovetkezs lépésben elérheté poziciokba mutatnak. A cimkék és a
jaték kimenetelének eldontése az elGbbihez hasonlo.

A lehetséges stratégiak szama még az el6zGeknél is sokkal t6bb, ugyanis
pl. a mésodik jatékos szdmara mar az elsé jatékos elsS lépése utan (N — 1)V

lehetdség van, majd (N — 3)NV(V=2) ¢s igy tovabb, dsszesen

&NlogN/2+0(N)

(N— I)N(N—3)N(N72)(N—5)N(N72)(N74)... —

lehetséges stratégia, ami a cstiicsok szdménak duplan exponenciélis fiiggvénye.
A Tic-Tac-Toe-ra felirva ezeket a szdmokat kapjuk, hogy 9! ~ 3.6 - 10° le-
hetséges jatszma, e - 9! ~ 10° lehetséges részjatszma létezik.

A lehetséges pozicidk szdma

S () () =7

és végiil a lehetséges stratégiak szama

89 . 69-7 . 49-7~5 . 29-745-3 ~ 10500.
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Habar ezekkel a szamokkal taldn mindenkit sikeriilt elriasztanunk mér egy
kozepesen nagy jaték esetén is az esetvizsgélat alapi optimaélis stratégia kere-
séstol, ahogy korabban emlitettiik, az 5-améba esetén pl. okos megfontolasokkal
és kivalo programozéssal Allisnek és tarsainak sikeriilt bebizonyitania, hogy a
kezdé nyeri a M-M jatékot a 15 x 15-0s és 19 x 19-es tablakon, melybdl ugyan
nem kovetkezik végtelen tablan jatszott jatékban a kezdd nyerése, de a M-B

esetben Maker nyerése igen. Tovabbi részletek a [1] cikkben talalhatok.

2.2.4. Erdé&s-Selfridge

A sulyfiiggvények a matematika legtobb agaban jelentds szerepet jatszanak,
a kombinatorikidban és a jatékelméletben pedig alapvet&t. Az inkdbb meglepd,
hogy viszonylag késén jelentek meg pozicids jatékokban. Az attorést Erdds Pal

és John Selfridge 1973-as eredménye, lasd [16], hozta.

2.21. Tétel (Erdds-Selfridge). Ha a H = (V, E) hipergrdf jiték Maker-Breaker
vdltozatiban Maker kezd és

Z g-lAl+1 .

AcE

akkor Breaker nyer.

A bizonyitas megtalalhato tobbek kozott (magyar nyelven is) a [37] jegyzet-

ben. A tétel alabbi élesitése is kimondhato:

2.22. Tétel. Tegyiik fel, hogy egy H = (V, E) n-uniform hipergrif jiték Maker-

Breaker vdltozatiban Maker kezd és
|E| + MaxDeg(H) < 2",
ahol MaxDeg(H) a hipergrif mazimdlis fokszamdt jeloli. Ekkor Breaker nyer.

Ha egy hipergraf megfelel a feltételnek, akkor a Breaker nyers stratégiat egy
moh¢ algoritmus adja. A megfelelGen véalasztott sulyfiiggvény alapjan Breaker
mindig azt a mez6t valasztja, amelyik a legnagyobb cstkkenést okozza a silyok
Osszegében. Mivel a sulyfiiggvények Osszege kezdetben is egynél kisebb és a jaték
sordn minden lépésben csokken, igy a jaték végére sem érheti el az 1-et, ami

pedig Maker nyerési feltétele volna, tehat Maker nem nyerheti meg a jatékot.
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Ezen eredmények 6ta a parositasok mellett a salyfiiggvények moédszere a
masik leggyakrabban hasznalt technika. Hogy melyik a hatékonyabb? Jaték-
fliggd, az altalunk leginkabb vizsgalt k-amdba jaték esetén a parositasok a 9-,
mig a sulyfiiggvények a 13-amdéba Breaker nyerését mutatjék meg, itt tehat a
péarositasok teljesitenek jobban. Ugyanez azonban nem mondhat6 el a késébb
bevezetendd k? toruszjatékokra, ahol az E-S tétel mar k = 5-re, mig a parosita-
sok csak k = 8-ra garantalnak Breaker nyerést. Osszességében elmondhato, hogy
a sulyfiiggvények a kisebb, de strtibb, mig a parositasok a nagyobb, de ritkabb
hipergrafokon teljesitenek jobban. Rengeteg mii sziiletett a silyfiiggvényekrsl,
ezért jelen irdsban — mivel a mi f6 téméank a parositasok és altalanositasaik —
nem foglalkozunk sokkal részletesebben veliik.

Nlusztracioként szerepeljen azért még két példa is a hasznalatukra, mind-

2.23. Példa. A 40-amdba jaték Breaker nyerd.

Bizonyitas. Osszuk fel a sikot n x n-es négyzetekre, ahol n-t késébb hatarozzuk
meg. Ha Maker az egyik négyzetbe tesz, Breaker is ott valaszol. Minden n-hosszt

nyershalmaz metsz legalabb egy n x n-es négyzetet egy > n/3 hosszi részben.

[\
|

2.5. abra. Erdss-Selfridge tétel alkalmazéasa a 40-amdébara [4]

Az Erdés-Selfridge tételt alkalmazva kapjuk, hogy 4n? < 2[7/31=1  mivel
4n? nyerShalmaz van egy tablan, a baloldalon szerepld maximalis fokszamot,
ami négy, elhanyagoltuk. Az egyenlGtlenség n > 40-re teljesiil, igy a bizonyitas

teljes. [ |

2.24. Példa. A 13-amdba jditék Breaker nyerd.
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Bizonyitas. Ezuttal a tétel egy nem uniform verziojat alkalmazzuk: Ha
—14] —14]
1%2 +r&a&<A€;EA2 <1,
akkor Breaker blokkolni tud minden A € F nyeréhalmazt.
Osszuk fel ismét a sikot, ezuttal 9 x 9-es négyzetekre. Ismét, ha Maker az
egyik négyzetbe rak, Breaker is ugyanoda tesz a kovetkezs 1épésében. Minden
13-hosszt nyer6halmaz a kdvetkezg kisebb nyeréhalmazok valamelyikében metsz

egy 9 x 9-es négyzetet (a masik atlos és a fiiggdleges halmazokra hasonléan):

¢

-

B —— T B —

B — -

S -

_— = -

———

= -

-

2.6. abra. Erdds-Selfridge tétel alkalmazasa a 13-amdébara [4]

44 db 7-hosszi, 12 db 6-hosszt és nyolc 5-hosszti nyer6halmazunk lett, igy

44 12 8 25
oMl = g S =2
E 7 T T3

valamint
S ol <2, 4_3

— 95 7
A€E:zcA 2 2 32

Mivel 2‘:’3—;3 = % < 1, készen vagyunk. ]
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Az el6bbi négy modszer rovid emlitése utan térjiink ré részletesen is a paro-

sitasokra, mely a tovabbiakban az értekezés f6 témaéja.



3. fejezet

Parositasok

"Ismétlés a nyerés atyja” avagy

"tikrém, tikrém, mondd meg nékem..."

Tekintsiik a kovetkezs jatékot. Egy véges mérett kor alaku asztalra felvaltva
rak egyforma érméket két jatékos tgy, hogy az érmék nem loghatnak egymaésra
és nem eshetnek le. Az veszit, aki mar nem tud rakni. Ekkor a kezdé a kdvetkezs
stratégiat jatszhatja: Els6ként az asztal kozepére tesz, majd a mésodik jatékos
altal lerakott érme kozéppontra vonatkozo tiikdrképére teszi a kdvetkezs érmé-
jet. A jaték biztosan véget ér, mert az asztal betelik. A mésodik jatékos veszit,
hiszen lehetetlen, hogy 1épése utan az elsé jatékos mar ne tudjon rakni, hiszen ha
egy mezd szabad volt, akkor a tiikorképe is az kell, hogy legyen. Itt tehat az els6
jatékos egy parositasi stratégiat alkalmazott. Hipergraf jatékokban is gyakran
alkalmazhatunk péarositasokat, f6ként Breaker nyerd stratégidk megmutatasara.

Hasonlo példa a hipergraf jatékok koziil a tetszéleges Hales-Jewett HJ(n,d)
jaték forditott valtozata. Mivel a tabla kozéppontosan szimmetrikus, paros eset-
ben a méasodik jatékos tiikrozheti a kezdg 1épéseit, igy biztosan nem fogja elGszor
elérni a szamara vesztést jelents "nyerd" halmazok egyikét. Paratlan esetben a
kezdd jatékos a k6zéps6 mezd azonnali elfoglalasaval ugyanigy tiikrozheti a mé-
sodik jatékos lépéseit, igy biztosan nem foglalja el el6bb egyik "nyerd" halmazt
ser.

Egy pérositas altalaban is azt jelenti, hogy lehetséges 1épéseket parokba
allithatjuk. Ha az egyik jatékos 1ép egyet, a masik jatékos annak parjat lépi.

22
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Egy Breaker altal alkalmazott nyeré parositasi stratégia a k-amdéba jatékban
a tabla mezdinek egy parositasa gy, hogy minden nyer6 halmaz tartalmazzon
legalabb egy part. Ezt a parositasi stratégiat alkalmazva Breaker legalabb egy
mezbt megszerez minden nyerd halmazbdl és ezéltal megnyeri a jatékot. Ha
létezik nyer§ parositasi stratégiaja Breakernek, a hozza tartozé parositast jo
pdrositdsnak fogjuk nevezni az adott jatékra (vagy a hozza tartozo hipergrafra).

A pérositasok a széleskorii alkalmazhatosag mellett roppant nagy erdvel is
rendelkeznek. T6bb jaték esetén is latni fogjuk (ahogy a fenti feladatban is),
hogy a parositasoknal bizonyos esetekben nincs is hatékonyabb modszer. Ugyan-
akkor a legtobb esetben kénnyen interpretalhatd, szamolhaté konstruktiv meg-

oldasokat ad. Nézziik is a péarositasok és hozzi kapcsolodd fogalmak pontos

3.1. Definicié. Adott egqy H = (V,E) hipergrif, ahol V. = V(H) és E =
E(H) CP(H)={S:S CV} rendre a csicsok és élek. Egy X C V csucshalmaz
diszjunkt reprezenténs rendszer (SDR), ha |X| = |E| és létezik eqy ¢ : X — E
bijekcio gy, hogy minden x € X esetén x € ¢(x).

3.2. Tétel (Ko6nig D.-Ph. Hall). A véges H hipergrifnak pontosan akkor lé-

tezik diszjunkt reprezentdns rendszere, ha minden G C E esetén |Uacg A| > |G|.

Ez a tétel sajnos csak véges hipergrafokra alkalmazhatd. A kevésbé ismert
Marshall Hall Jr. tétele azonban altalanosabb esetben is mtikodik, ugyanis csak
lokalis végességet kovetel meg, vagyis akar végtelen sok él is lehet a hipergrafban,

ha minden cstcs foka véges (vagyis egy cstcs csak véges sok élben szerepel).

3.3. Tétel (M. Hall). [22] A lokdlisan véges H hipergrifnak pontosan akkor
létezik diszjunkt reprezentdans rendszere, ha minden G C E esetén

|Uaeg Al = [G].

Igy mar kimondhatjuk a Hales és Jewett altal 1963-ban a parositasok léte-

zésére kimondott elegend@ségi tételt (annak erGsitett valtozatat):

3.4. Tétel (Hales-Jewett). [21] Breaker nyeri a Maker-Breaker jdtékot a
(lokdlisan) véges H hipergrdfon, ha minden G C E esetén | Ugeg Al > 2|G|.
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A bizonyitas magjat a kettds diszjunkt reprezentans rendszer adja: Amennyi-
ben létezik két kiilonb6z6 SDR, X és Y, a ‘H hipergrafon rendre a ¢ és v bijek-
ciokkal gy, hogy X NY = (), akkor a p : X — Y, p = 1)~ 1¢ szintén bijekcio.

3.5. Definicié. Adott egy (lokdlisan véges) H = (V, E) hipergrif az eldbbiek
szerint. A p: X — Y bijekcidt, ahol X, Y C V(H) és X NY = () pdrositdsnak

nevezziik a H hipergrafon.

3.6. Definicié. Egy (z, p(x)) pdr blokkol eqy A € E(H) €lt, ha A a pdr mind-
két elemét tartalmazza. Ha a p pdrositdas pdrjai blokkoljak a hipergrdf dsszes élét,

azt mondjuk, hogy p egqy j6 pdrositds a H hipergrdifon.

A parositasok igy egy lehetséges Breaker nyerd stratégiat adhatnak a hi-
pergraf jatékokon. A p jo parositas a H hipergrafon a kovetkezSképpen alkal-
mazhatd nyers stratégiaként Breaker szamara: Kovetve a p-beli parokat a M-B
jatékban, minden Maker altal valasztott © € X UY elem utéan Breaker p(z)-et,
x parjat vélasztja, vagy « € Y esetén forditva (ha z ¢ X UY, akkor Breaker
tetszéleges csiicsot valaszthat). Igy Breaker blokkolja az Osszes élt és nyeri a
jatékot.

Jegyezziik meg, hogy a 3.4 tétel feltétele sziikséges, ha a H hipergraf majd-
nem diszjunkt (vagyis két kiilonbo6z6 élének legfeljebb egy kozos cstcsa van). A
majdnem diszjunkt esetben a feltétel (vagyis a péarositas léte ezen feltétel ellen-
6rzésével) polinom idében ellendrizhetd. Altaldban véve azonban a parositasok

létezésének kérdése sokkal nehezebb probléma.

3.7. Tétel. [13] Altaldban egy H hipergrafrol eldinteni, hogy létezik-e Breaker-

nyerd pdrositdsa, eqy NP-teljes probléma.

Az NP-teljesség mar olyan hipergrafokra is fennallhat, melyre |A| < 6 min-
den A € E-re. Hegyhati és Tuza [26] eredménye alapjan viszont az |A| < 3
esetben a parositas léte mar polinom id6ben is meghatarozhato. Az |A] < 4 és
|A] <5 esetek a mai napig nyitott problémak.

A kovetkezd részben attekintjiik, hogy a parositasok milyen eredményeket
adnak az amdba tipusu jatékokra. Tekintsiik tehat a Hj hipergrafot, melynek
csucsai a végtelen négyzetracs mez6i, élei pedig a k-hossz egymast kévets mezsi

egy sorban.
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3.1. Améba eredmények

A parositasokat jol illusztralhatjuk a kiillonb6z6 méret és tipust amdébakkal,

melyek a tovabbiakban kutatasaink targyat képezik.

3.1.1. 12-amdéba

3.8. Tétel. Breakernek létezik nyerd pdrositdisi stratégidja a 12-amdbdra.

=/ /[ \7
-
i
L\ /0 =\

3.1. dbra. Parositas a 12-amdébéara [4]

A bizonyitas lényege, hogy 4 x 4-es négyzetekre osztja a végtelen sikot és min-
den mez6hoz egy part rendel, a szomszédos 4 x 4-es négyzet ugyanazon helyen
1év6 mezdjét, a 3.1 abran lathaté modon. Igy Maker legfeljebb 11 szomszédos

mezG6t tud elfoglalni, 12-6t sosem.

3.1.2. 9-amdba

Szamunkra legfontosabb eredmény a fejezetben, melyet a késébbi fejezetek-

ben tovabbgondolunk, hogy Breaker parositassal nyeri a 9-amé&ba jatékot.
3.9. Tétel. [21] Breakernek létezik nyerd pdrositisi stratégidja a 9-amdbdra.

Bizonyitas. A 3.2 dbra egy kiterjesztése a 8 x 8 torusznak (bekeretezve), ahol
a parok minden egyenesen 8-periodicitassal rendelkeznek. Konnyen ellenérizhet-
jik, hogy minden 9 hosszi nyer6halmazban pontosan egy par taldlhat6, melyek

ezaltal blokkoljak a 9-amd&bét. [ |

Egy parositis dominé parositas a négyzetracson, ha minden par csak
szomszédos mezbket tartalmaz (vizszintesen, fliggSlegesen vagy &atlosan). Az

ilyen parokat domindéknak nevezziik.
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3.2. dbra. Hales-Jewett parositas a 9-amdébara

Jegyezziik meg, hogy a 3.2 4bran lathaté Hales-Jewett parositas egy domind
parositéas.

A kovetkez$ allitas [13] megmutatja, hogy nem létezhet jo parositis a k-
amdba hipergrafjara, ha k < 9.

Egy H hipergrafra legyen ds(H) (roviden ds) az a szdm, ahany élt legfeljebb
blokkolhat egy két csticsbol allo par, vagyis do a maximalis kozos fok (co-degree).

Ezt az értéket szemléletesen nevezhetjiik a par blokkolasi erejének is.

3.10. Allitas. [13] Ha létezik egy p jo parositis a H = (V, E) hipergrdfra, akkor
d2|X|/2 > |G| egyenlitlenségnek teljesiilnie kell minden X C V esetben, ahol
G={A:AcE,ACX}.

Bizonyitas. Az X részhalmazra mint résztabla fogunk utalni. G éleit csak X-
beli parokkal blokkolhatjuk. Legfeljebb | X|/2 ilyen par van p-ban az | X| méreti
résztablan. Mivel egy par legfeljebb ds élt blokkol, | X|/2 par legfeljebb do| X |/2

élt. Tehat ha ennél t6bb él van a résztabldn, nem létezhet j6 parositas. [ |

A 3.10 allitas segitségével megkapjuk, hogy nincs jo péarositds Hy-ra, ha
k < 9. A Hj hipergrafban do = k — 1, vagyis egy par legfeljebb k — 1 élt
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blokkolhat. Ennyit is csak abban az esetben, ha a par dominé. Ha X egy n x n
résztabla egy elég nagy n-re, akkor |G| = 4n? + O(n) mivel minden négyzethél
négy él kezdddik (egy vizszintes, egy fiiggsleges és két 4tlos, kivéve a hatarokat).
A 3.10 allitasbol kapjuk, hogy (k—1)n?/2 > 4n?+O(n); vagyis k > 9+0O(1/n).
Ahol az O(n) tag is pontosan kiszamolhato: O(n) = —48n + 128.

John Selfridge meg is adott egy jo, és rendkiviil szép szimmetridkkal rendel-
kez6 Hales-Jewett péarositist k& = 9-re, ahogy [6]-ben vagy a 3.2 abran lathat-
juk. Azonban az irodalomban sehol nem talaltunk nyomot sem arrél, hogy ez az
egyediili lehetséges jo parositas, sem egyéb lehetséges j6 parositasok 1étezésérdl.
Amennyiben vannak még ilyenek, azok vajon ugyanilyen szép szimmetrikusak,
vagy teljesen szabalytalan parositdsok is lehetségesek? Ezeket a kérdéseket egy
teljes fejezeten at fogjuk taglalni, és még a 9-amgéba parositasainak torténetét
is lekerekitjiik, mely a disszertacio egyik f6 eredményének is tekinthetd.

Miel6tt tovabbmennénk, vizsgaljuk meg, hogy ha az eredeti améba jaték-
bol elvesziink egy-két-harom irédnyt, vagyis kevesebb irdnyd nyerShalmazokat

engediink meg, akkor milyen eredményeket kapunk.

3.2. Harom irany, hatszogracs

Ha elhagyjuk az egyik &tlés irdnyt és csak harom irdnyban engediink meg
nyerShalmazokat (vizszintes, fiiggéleges és az egyik atlo; koordinatakkal (1,0),
(0,1) és (1,1)), akkor a hatszograccsal ekvivalens hipergrafot kapunk. Definialjuk

ezt a hipergrafot elGszor.

3.11. Definicié. A hdrom iranyi k-amdba hipergrifjin az aldbbi hy hipergrd-
fot értjiik: hy, csucsai a végtelen négyzetrdcs négyzetei, élei alatt pedig k darab
négyzetet értink, melyek egy sorban egymds utdn vizszintesen, fliggdlegesen vagy
egyik irdnyban dtlésan (tehdt az (1,0), (0,1) és (1,1) irdnyvektorok mentén) he-
lyezkednek el.

Vizsgaljuk meg a kiilonboz6 k értékeket.
Ha k < 4, Maker itt is nyer. Ha k > 7, Breaker nyer parositassal. Az 5 és 6
eset maig megoldatlan problémak [7, 28].
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3.12. Sejtés. Breaker nyeri a négyzetricson jatszott hdrom irdnyu (vizszintes,
fiiggdleges, egyik dtlos) és igy a vele ekvivalens, a hatszdgricson jdtszott 5- ill.

6-amdbdt.

A 3.10 Allitasbol kapjuk, hogy (k — 1)n?/2 > 3n? + O(n); vagyis most
k > 74 O(1/n), mely azt jelenti, hogy 7-nél kisebb nyeréhalmazok esetén biz-
tosan nincs j6 parositas a harom iranyu verziéban.

k = T-re viszont van, ahogy a 3.3 dbran lathato.
3.13. Tétel. Létezik jo pdrositds hr-re.

Az abra segitségével magunk is ellendrizhetjiik, hogy a négyzetracsos sik
a fenti harom iranya nyeréhalmazokkal ekvivalens a hatszograccsal. Erdekes
kérdés lehet, hogy vajon van-e mésik, az 4bran lathatéval nem ekvivalens jo
parositas is? Erre a kérdésre Mezei [33] ad is egy valaszt, egy a fentitdl killonb6z6
példéval. Hogy Gsszesen hany ilyen jo parositas létezik azonban még nyitott

kérdés volt vizsgédlataink el6tt.

3.3. dbra. Jo6 parositas a 7-amdébéra

3.3. Egy és két irAnyban

Ha csak a fligg6leges és vizszintes irdnyokat nézziik, akkor nincsen tobb
nyitott kérdés. Maker nyeri a jatékot, ha k < 4, Breaker nyer parositassal, ha

k > 5. Egy iranyban ez a kiiszéb a 2 és 3 értékek kozott jelenik meg.
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3.14. Definicio. A két iranyd k-amdba hipergrifjat Py-val, az eqy irdnyu jd-
tékét pedig Ey-val jeloljik. Elbbinél az (1,0) és (0,1), utébbindl csak az (1,0)

iranyvektorok menti k-asokat tekintjik nyeréhalmazoknak.

3.15. Tétel. Létezik jo pdrositis Ps-re. Mégpedig pontosan két kilénbézd.

Bizonyitas. A 3.4 abra adja a két megoldast. Csernenszky és tarsai [13]-
ben a Snaky (Id. 3.6 abra) lehetséges parositasainak vizsgalata soran mellékes

eredményként megmutattak, hogy egyéb j6 parositas nem létezik. [ |

3.4. abra. A két lehetséges jO parositas az 5-am@bara

3.16. Megjegyzés. A fenti [13] eredményben a szerzdk azt mutatjdk meg, hogy
ha létezik a Snaky poliomindra jo pdrositds, akkor az Ps-re is jo pdrositdst ad.
A Ps-nek azonban csak a fenti két jo pdrositdsa létezik, melyek egyike sem jo a

Snakyra, igy Snakyre biztosan nem létezhet jo pdrositds.

3.17. Tétel. Létezik egyetlen jo pdrositis Es-ra.

3.5. abra. A jo parositas az egy irdnyu 3-amdbéra
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3.4. Harary allatok

Frank Harary [24] vezette be a Harary-poliomindé vagy Harary-dllat, eset-
leg Animal Tic-Tac-Toe-nak is nevezett jatékokat. Adva van egy oldalszomszé-
dos négyzetekbdl &llo alakzat, melyet (vagy izomorf képét) az améba jatékhoz
hasonléan Maker-Breaker verziéban jatszva Maker szeretne elérni a végtelen
négyzetracsos sikon. A jatékoknal a vizsgalt kérdés, hogy egy adott alakzatot
meg tud-e szerezni Maker — ezeket hivjuk Winner poliominéknak — vagy meg
tudja-e akadélyozni ezt Breaker — Loser poliominodk.

|| |- | | | 1 |

Pl P2 P3 EL KNOBBY ELLY TIPPY FATTY

WINNERS ot
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3.6. abra. A 6-nal nem nagyobb méretii lehetséges Harary-poliominok

Természetesen, ha egy poliominé Loser, akkor barmely négyzetekkel vald
bévitése szintén Loser poliominét eredményez. Igy a legkisebb méretti Loser
poliominodkat, azokat amelyek tehat nem tartalmaznak kisebb Loser alakzatot,
megkiilonboztetjiik és Alap Losernek nevezziik. Ha egy poliominé Winner,
akkor annak barmely rész poliominéja is Winner.

Az egy, ketts és harom méretii poliominok mindannyian a Winner osztalyba
tartoznak. Jegyezziik meg, hogy az egy, kett6 és harom egymas melletti négy-
zetet tartalmazé poliominé jatékok azonosak az &tlok nélkiili 1-, 2- és 3-amgba
jatékokkal.

A négy méreti alakzatokbol 6t6t kiilonboztethetiink meg, Skinny (Py), Tippy,
Elly, Knobby és Fatty; melyek koziil csak utobbi Loser, a masik négy Winner.
A Fattyt megakadalyoz6 Breaker-stratégia egy parositasi stratégia.

Az 6t méreti alakzatokbol 12 féle van, melyek kozott kilenc Loser és harom
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Winner talalhato. A hat méretii Harary-allatokbol 35 kiilénb6z6 van, am négy
kivételével mind tartalmazza a kilenc korabbi Alap Loser poliominét. A négy
alakzatbol harom bizonyitottan Loser, az egyetlen, Snaky-nek nevezett allat-
ka a mai napig eldontetlen kérdés. A 107 darab hét méretd allat mindegyike
tartalmazza az eddigi 12 Alap Loser egyikét, igy a Harary-allatok korében a
Snaky-t kivéve minden allatrol tudjuk, hogy a Winner vagy a Loser kategoridba
tartozik-e.

A 3.6 abran abrazoltuk az 6sszes hatnal nem nagyobb méretd Winner (zold)
és Alap Loser (fekete) alakzatot. A piros 5-6s Loser, de nem Alap Loser; mig a

sziirke Snaky megoldatlan probléma.

3.18. Sejtés. Snaky Winner, vagyis Maker el tudja érni eqy izomorf mdsdt a

négyzetracsos sikon.

Erdekesség, hogy Sieben [41]-ben megmutatta, hogy a Snaky 41-dimenzioban
nyerd poliomin6, majd késébb ezt 3 dimenzidra is bebizonyitottak [23]. Jegyez-
ziik meg tovibba, hogy az Gsszes Loser poliominéra valé Breaker nyerés paro-
sitasokkal mutathaté6 meg. Ez a tény ismét a parositasok erejét és fontossagat
jelzi. A péarositdsok koziil néhanyat bemutatunk a 3.7 4bran. Tovabbi részletek

Beck [4] kényvében talalhatok.

3.7. abra. Néhény jo parositds Harary-poliominék ellen

Tovabbi a Harary-allatokhoz hasonldéan bevezetett haromszog- és hatszogra-
cson vett alakzatokrol, valamint a fenti Winner poliomindk nyerési stratégidirél
Bode és Harborth [7] cikkében olvashatunk tébbet.

Ezen cikkbgl megtudhatjuk, hogy a hatszdgracs allatai koziil az 1 db egyes,
1 db kettes, 3 db harmas és 7 db négyes mindegyike Winner. Az 6t mérettiekbol
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Osszesen 22 féle 1étezik, melyek koziil 18 Winner, 2 Loser és 2 eldontetlen van
(koztiik hs is). A hat méretd hatszog-poliominok kozott 5 ismert Alap Loser
talalhato, a tobbi eldontetlen. Mig a legnagyobb elddntetlen mérett poliomind
18 kis hatszogbdl all (hat ilyen van koztiik). A legalabb 19 méretii poliominokrol
biztosan tudjuk, hogy mindegyik alakzat Loser. Nem Loser (tehat Winner vagy
eldontetlen) alakzatokbol pedig kevesebb, mint 14 000 példany létezhet.

A fejezetben lathattuk, hogy a parositasi stratégidknak is vannak korlatai,
hiszen vannak olyan Breaker nyerd hipergrafok, melyek parositasokkal nem blok-
kolhatok (pl. a Hr a k < 9). Azonban ha a parokat altalanositva, helyettiik
nagyobb alakzatokat vesziink és parositas helyett azokkal parkettazzuk ki a
négyzetracsos sikot, akkor nemcsak a Breaker nyerd egyéb hipergrafok, de a
Winner alakzatok sem jelentenek tobbé blokkolhatatlan probléméat. Egy vég-
telen sakktabla szinezés példaul nemhogy P,-et, de mar P»-t is blokkolja. De
nem sziikséges ekkorat ugranunk, a parositdsok és szinezések kozti dtmenetben,
"hidon" is sok érdekes eredmény rejt6zik. Természetesen ezek a modszerek mar
nem adnak nyerd stratégiat Breakernek a M-B vagy C-P jatékok eredeti verzio-
jdban, azonban a felgyorsitott vagy elfogult esetekben kivaloan alkalmazhatok,

ahogy latni fogjuk a kovetkezs fejezetben, amely a [18] cikkiinkre tamaszkodik.



4. fejezet

Altalanositott parositasok

"Minden dltaldnositds veszélyes. Még ez is.”

(A. Dumas)

Képzeljlink el egy olyan jatékot, ahol a végtelen négyzetracsos sik fel van
osztva legfeljebb ¢ mez6t tartalmazoé siitikre, melyek tovabbi két (egyenls) rész-
re osztottak. Az épitd jatékos egy tetszéleges siiti egyik felét sziirkére (X), mig
a masik részét fehérre (O) szinezheti. Milyen legkisebb t-re tudja az elézetes fel-
osztast végz6 masik jatékos legfeljebb ¢t méretd siitikkel megakadélyozni, hogy
a tablan az épitd jatékos elérhessen egy k db egymast kovets (vizszintes, fiig-
glleges vagy atlos), csupa egyszini mez6t tartalmazéd nyerchalmazt? A jatékot
természetesen tetszGleges véges vagy végtelen hipergrafon is jatszhatjuk.

Ez a jaték &ltaldnositasa a széles korben ismert hipergraf parositasoknak
és kettGszinezéseknek. ¢ = 2 esetben ugyanis a Maker-Breaker hipergraf jaték
pontosan a Maker-Breaker jatékban Breaker altal alkalmazott parok, melyek
egy elemet parositanak Gssze egy masik elemmel. Ezekbdl 1épésenként az egyik
elemet valasztva, j6 parositds esetén Maker soha nem tudja egy nyerShalmaz
Osszes elemét sem csak sajat szinével szinezni. Korabbi eredményekbdl tudjuk,
hogy a k-in-a-row jaték esetén ez a feloszto (Breaker) jatékosnak csak k > 9-re
sikeriilhet.

A t értéket a hipergraf csicsszaméra (négyzetracs esetén végtelenre) novel-

ve viszont az oszté jatékos felosztasa utan a teljes hipergraf egy kettGszinezését

33
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kapjuk vissza. Ekkor az épité jatékos egyetlen lépésben valaszthatja a neki meg-
felelsbb szinosztalyt. Ha az oszto jatékos el tudta osztani a csicsokat ugy, hogy
az épité nem talalt egyetlen egyszinid nyerGhalmazt sem, akkor a hipergraf egy
jo kettGszinezését kaptuk vissza. Ilyen szinezés jatékunkban mér & > 3-ra is
létezik.

A tovabbiakban arra keressiik a vélaszt, hogy ¢ milyen legkisebb értékeire
tudjuk t-siitikkel blokkolni a 4-, 5-, 6-, 7- és 8-amd&ba, valamint egyéb (pl. Harary-
animal) jatékok hipergrafjait.

Az eredmények alkalmazhatok felgyorsitott Chooser-Picker jatékokra is.

4.1. Hid a parositasok és a kettdszinezés kozott

Idézziik fel még egyszer a hipergraf parositasainak valamint kett$szinezése-
inek fogalmat: Adott egy H = (V, E) hipergraf a V = V(H) cstcshalmazzal
és E=E(H) CPH)={S:S CV} élhalmazzal. Egy p : X — Y bijekci6
parositas a A hipergrafon, ha X, Y C V(H) és X NY = 0. Az (z,p(x)) par
blokkolja az A € E(H) élt, ha a par mindkét elemét tartalmazza az A él
Ha a p parjai blokkoljak az Gsszes A € E(H) élt, azt mondjuk, hogy p egy jo
parositasa a H hipergrafnak.

Bizonyos szempontbol szorosan kapcsolodé masik alapvets fogalom a hiper-
grafok szinezése, ahol szinezés alatt mostantol csak a két szinnel valo szinezé-
seket értjikk: A H = (V, E) hipergraf szinezése a V cstcshalmaznak egy par-
ticioja két diszjunkt szinosztalyba. Itt is hasonloan definidlhatunk blokkolast:
Egy szinezés blokkolja az A € E élt, ha mindkét szinosztalynak van nemiires
metszete az éllel. Egy szinezés jo szinezés, ha blokkolja az Gsszes A € E élt.

Vegyiik észre, hogy a két fogalom kozott egy kozeli kapcsolat van, amely
fontos szamunkra és amelyet a 4.1 dbran is szemléltetiink.

Jegyezziik meg, hogy egy parositiasbol 1étrehozhaté szinezések egy egész csa-
ladja. Ugyanis ahelyett, hogy egy lépésben kiszineznénk a hipergrdf dsszes elemét,
minden lépésben csak eqy pdrt szineziink ki, az eqyik elemét az egyik szinnel, a
mdsikat a mdsikkal addig, amig az dsszes elem szint nem kap (ahogy a 4.1 dbrdin
ldthatjuk). A kiilonboz6 parok szinezése fiiggetlen egymastol és a nem pérositott

elemeket tetszélegesen szinezhetjiik. Kénnyen atgondolhatd, hogy ha a kezdeti
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4.1. dbra. Parositasok és szinezések

parositas j6 parositas, akkor az igy kapott szinezés is j6 szinezés lesz.

A masik oldalrol, ahelyett, hogy egy-eqy elemet pdrositunk egymdssal, eqy
szinezés felfoghatd a két csicshalmaz (két szinosztdly) pdrositdsaként.

Hasonloan a szinezésekhez, bevezethetiink egy uj fogalmat, a t-siitiket (¢-
cakes), mely egyfajta hidat képez a parositasok és a szinezések kozott. Mig egy
szinezésnél az egész tébla egy szinezése adott, ellenkezs szinekkel szinezve a
két szinosztalyt, ebben az esetben "részenként szineziink", vagyis az "ellenkezd
szintiség" kovetelménye csak a siitin beliilre vonatkozik. Egy siiti szinezése nem
fligg a tobbi siiti szinezésétsl. A siitik felfoghatok péaroknak is, ahol nem egy-
egy csucsot parositunk, hanem egy-egy csucshalmazt. A siti (cake) elnevezést
az un. cake cutting problémak elnevezése motivalta.

A kovetkezo részben precizen definidljuk a siitiket és megvizsgaljuk az alkal-

mazasait a felgyorsitott Chooser-Picker jatékokra.

4.1.1. Siitik és siiti-elhelyezések

4.1. Definicié. Nevezziik t-siitinek a H = (V, E) hipergrif egy részhalmazdt,
ha az pontosan t csicsot tartalmaz, mely magdban foglalja a részhalmaz elemei-
nek eqy p, q két részre osztdsdt is, aholt e N;t > 2 és1 <p,qe N<t,p+qg=t.
A t-siitiket azonosithatjuk két része alapjdn is (p, q)-sitiknek. Eqy siti kiegyen-

stulyozott, ha a két részben egyenld szami elem szerepel, vagyis p = q.

Végtelen hipergrafok esetén, pl. ahol a hipergraf cstcsai a végtelen négyzet-
racs, t végtelen nagy is lehet.

Jegyezziik meg tovabba, hogy t = 2 esetén visszakapjuk a cstcsparokat,
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vagyis egy par tekinthetd 2-siitinek vagy (1,1)-siitinek is. Mig a végtelen négy-

zetracs szinezése esetén egy darab oo-siitir6l beszélhetiink.

4.2. Definicié. Egy hipergrif t-siti elhelyezésén (cake-placement), vagy
roviden t-elhelyezésén a siitik egy nem dtfedd elhelyezését értjik a H = (V, E)
hipergraf csicsaira, ahol minden siiti mérete mazximum t. Ha a t-elhelyezés egy
paros t esetén csak kiegyensilyozott t-sitiket tartalmaz, akkor p-pdrositdsrol

beszéliink, ahol p = t/2.

Egy t-elhelyezésben a kiilonbo6z6 siitiknek lehetnek kiilonbdz6 méretd részei,
vagyis p és ¢ nem feltétleniil azonos minden egyes siitire. Habar példaink nagy
részében csak p-parositasokkal foglalkozunk.

Természetesen egy parositas tekinthet$ 2-elhelyezésnek vagy 1-parositasnak
is (t = 2,p = 1), ahol minden par csak egyféleképpen értelmezhetd siitiként.
Egy szinezés szintén egy specidlis t-elhelyezés, ahol egy darab t = |V] siitink
van csak, és a siiti két része a szinezés két szinosztalya.

Hasonléan a parositasokhoz és a szinezésekhez a t-elhelyezésekhez is értel-

mezhetjiik a blokkolas fogalmét.

4.3. Definicié. Egy t-siti blokkol eqy A € E nyeréhalmazt, ha a stiti mindkét
részének van nemiires metszete A-val. Eqy T t-elhelyezés jo t-elhelyezés a
‘H hipergrafon, ha H dsszes élét blokkolja T wvalamely siitije. Egy A € E él
blokkolatlan €l, ha T egyik sitije sem blokkolja.

Lathato egy bizonyos monotonitéas: Ha létezik jo t-elhelyezés a H hipergrafra,
akkor létezik jo (¢ + 1)-elhelyezés is, definicié szerint.

A pérositasokhoz hasonloan a t-elhelyezések is tekinthetSk egy lépésrdl 1é-
pésre vald szinezésként. Ahelyett, hogy egy part szineznénk egy-egy lépésben
(ahogy a péarositasoknal tettiik), most egy siitit szineziink minden lépésben,
egyik részét az elsd szinnel, masikat a masodikkal. Egy j6 t-elhelyezés esetén ez

a lépésrdl lépésre valo szinezés egy jo-szinezést fog eredményezni.

4.4. Definicié. Az elfogult(t) Chooser-Picker jdtékokban egy lépésben Pi-
cker, mint Breaker két elem helyett vdlaszthat maximum t elemet és szétosztja
azokat két nemdires, diszjunkt részre. Chooser megtartja az eqyik részt, a mdsik

pedig Pickeré lesz. Chooser célja megszerezni egy nyeréhalmazt.
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Ahogy a parositasok segitik Breakert a M-B illetve Pickert a C-P jatékokban,
a t-siitik szintén segitik Pickert az elfogult(t) C-P jatékokban. Ha létezik jo ¢-
elhelyezés egy adott hipergrafra, akkor az Pickernek nyerd stratégiat ad agy,
hogy Picker éppen a siitiket adja tetsz6leges sorrendben Choosernek.

Szamoljuk meg ezek utan, hogy egy adott siiti legfeljebb hany nyeréhalmazt
tud blokkolni, nevezziik ezt a szdmot a siiti blokkolasi erejének. Egy adott
siiti blokkolési erejét persze nem csak a siiti mérete, hanem alakja és felosztasa
is meghatéarozza.

Egy adott ¢t € N értékre legyen d; a maximalis blokkolési er6 az 6sszes lehet-
séges t-siiti kozott. Egy t-siitit, amely felveszi a d; értékét, legjobb t-siitinek
neveziink. Jegyezziik meg, hogy a d; egy monoton fiiggvénye t-nek, mert ha egy
t-siiti blokkol d; élt egy hipergrafban, akkor hozzdadva egy tjabb cstcsot a siiti
barmely részéhez, a megkapott (¢ + 1)-siiti szintén blokkol minden korabban
blokkolt élt is.

Ezzel szemben konnyen lathatjuk, hogy a d;/t arany — vagyis a legjobb blok-
kolasi erd egy csucsra levetitve — mar nem feltétleniil monoton ¢-ben. Mégis, egy
egyszerd esetanalizissel latni fogjuk késébb, hogy a Hj, hipergrafra a d;/t arany
monoton t-ben, legalabbis ha ¢ < 8 (¢ > 9-re nem eldoéntétt a kérdés). Ezen

ismeretek birtokdban kimondhatjuk a 3.10 allitas altalanositasat.

4.5. Allitas. Legyen egy 56 t-elhelyezésiink a H = (V, E) hipergrafra tigy, hogy
do/2 < ds3/3 < .-+ < d¢/t. Ekkor |X|d;/t > |G| minden X C V-re, ahol G =
{A:AeE,AC X}.

A kovetkezGkben tegyiik fel, hogy V' a végtelen négyzetracs négyzeteit jelen-
ti. Ebben az esetben egy t-siiti geometria alakjaval is jellemezhets. A kévetkezd
fejezetben megvizsgélunk néhany lehetséges t-siitit a Hj hipergrafon, és meg-

adjuk a lehetséges legjobb t-siitiket minden ¢ < 8 értékre.

4.2. Siitik és blokkolasi erejiik az amdbara

A legszemléletesebb és legkezelhet6bb példak a 4-siitik, ezért veliik kezdjiik

a siitik targyalasat.
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4.2.1. 4-siitik

HheE
d1i d3
a3jad b . dE

| hi| |h3
| | | h2| |[h4
e f B h

4.2. dbra. Néhany 4-siiti

A 4.2 4bran lathatunk néhany 4-stitit. A siitik felosztasa fehérrel és sziirkével
van jelolve. A 4.2 dbra elsé sordban mindegyik 4-siiti pontosan 4k — 4 darab Hy,

élt blokkol, ezzel szemben az alsé sorban 1év6k mind kevesebbet blokkolnak.

Példaul az a J-siiti két vizszintes és két fiiggbleges iranyban blokkol. Az
(al,a3) és (a2,ad) iranyok mentén fliggélegesen, az (al,a2) és (a3, ad) iranyok
mentén pedig vizszintesen. Részletesebben, az (al,a3) par blokkol k — 1 élt,
akarcsak egy sima dominé par, ahogy kordbban lattuk a parositasoknél, mivel
al és a3 szomszédos négyzetek és az a siiti kiilonb6z6 részeiben (az al a sziirke,
az a2 a fehér) helyezkednek el. Ugyanez igaz az (a2,a4), (al,a2) és (a3,a4)
parokra. Osszeadva ket az a siiti 4(k — 1) élt blokkol. Vegyiik észre, hogy
az (al,ad) és (a2,a3d) parok nem blokkolnak egy k-amdéba élt sem, mert bar
szomszédosak, az a siiti ugyanazon (sziirke ill. fehér) részeiben vannak. Emiatt

az a siiti nem blokkol egy &atlos élt sem.

A b és c siitik (vagy a belgliik forgatassal kapott siitik) két atlos és két
vizszintes (elforgatva fiiggsleges) irdnyban blokkolnak, mig a d siiti (amely nem
tartalmazza a kozéps6 négyzetet) négy atlos iranyban blokkol. Mivel minden
sorban szomszédos négyzetek (domindk) blokkolnak, igy egyenként k — 1 élt,
Osszesen pedig 4(k — 1) élt blokkolnak.

Az e és f siitik csak harom irdnyban blokkolnak Gsszesen 3(k—1) élt. A g és
h siitik pedig négy irdnyban blokkolnak, de nem kizarélag szomszédos mezdkkel,
igy kisebb lesz a blokkolési erejiik, mint a maximélis. Lathat6é, hogy a g siiti

4k — 5, a h siiti pedig 4k — 6 élt blokkol.
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4.2.2. Maximalis blokkolasi szamok 2-t&] a 8-siitikig

A 2-siitik a mar jol ismert parok. Egy par maximum & —1 élt blokkol. Emiatt
a Hjy csak k > 9 esetén blokkolhatd parokkal, ahogy a 3.10 allitasban lattuk.

aI bIIT_I[l:lé

Cs Cs C, Cs

4.3. dbra. A legjobb 3-siitik (elss sor) és a legjobb 5-, 6-, 7- és 8-siitik

Konnyen lathato, hogy a 3-siitik (melyek csak 1+2-es felosztastiak lehetnek)
nem blokkolhatnak 2k—2-nél t6bb élt Hy-ban. A 4.3 dbra els6 sordban megadtuk
a legjobb 3-siitiket. Az a siiti (k—1)+ (k—1) élt blokkol vizszintes és fiiggsleges
iranyokban, a d két 4tlés iranyban, a b és c siitik pedig egy atlos és egy vizszintes
(elforgatva fliggtleges) iranyban. Mivel minden més 3-siiti kevesebb élt blokkol,
mint ez a négy, d; = 2k — 2.

Alkalmazva a 4.5 allitast egy X = n x n tablan elég nagy n-re, azt kapjuk,
hogy (2k — 2)n?/3 > 4n? + O(n), atrendezve k > 7 + O(1/n), vagyis egy 3-
elhelyezés nem blokkolhatja a Hg hipergrafot, de elméletileg blokkolhatné -,
vagy Hs hipergrafokat. Mindazonéltal ez egy nyitott kérdés, hogy létezik-e jo
3-elhelyezés a 7- és 8-amdba hipergrafjaira.

Az el6z6 alfejezet 4.2 abrajan listaztuk az Osszes 4-siitit, ami 4k — 4 élt
blokkol. Jegyezziik meg, hogy ez a legnagyobb szdm, ahany élet egy 4-siiti blok-
kolhat. Egyébként a 4.2 abra fels§ sora tartalmazza a legjobb 4-siitik teljes
listajat. Tehat megkaptuk, hogy dy = 4k — 4. Alkalmazva a 4.5 allitast kapjuk,
hogy (4k — 4)n?/4 > 4n? + O(n), atrendezve k > 5 + O(1/n). Vagyis elméleti-
leg létezhet jo 4-elhelyezés a Hs és Hg hipergrafok ellen, azonban ez a kérdés
szintén eldontetlen még. A 7-amd@ba ellen viszont 1étezik jo 4-elhelyezés, ahogy
latni is fogjuk késébb.

A 4.3 abra méasodik soraban felsoroltuk a legjobb t-siitiket az 5 < t < 8

esetekre, melyeket rendre Cs, Cg, C7 és Cg-cal jeloltiink. A kovetkezd tablazat-
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ban minden ¢t < 8-ra Osszegeztiik a d; és d;/t értékeket és a k értékének a 4.5
allitasbol kapott alsé becslését, amelyre a t-elhelyezés elméletileg blokkolhatja
a Hj, hipergrafot.

t 2 3 4 ) 6 7 8

dt k-1 2k—2 |4k —4 | bk—4 | Tk—6 | 9k -8 | 11k -9

4 7 9 8 11 9
k=1 | k=3 | ZTh—1|2k—8 | Lp—2

k> 9 7 ) 4.8 4.29 4 3.73

Ezek utén ratérhetiink a Hj eredményeire. A masik iranybol, vagyis egy
rogzitett k értékre melyik a legkisebb értéke t-nek, melyre létezik jo t-elhelyezés
a Hy, hipergrafra.

4.3. Amébak siitikkel

Elgszor foglaljuk 6ssze eredményeinket egy tablazatba [18], melyeken ebben a
fejezetben végigmegyiink. A sorok és oszlopok jelentik rendre a t és k értékeit. Az
"Tgen" jelenti az ismert jo elhelyezés létezését, a "Nem" jelenti, ha 4.5 allitasbol
kovetkezGen biztosan nem lehetséges jo elhelyezés, mig a "?" az eldontetlen

eseteket jelzi.

E\t 2 3 4 5 6 7 8 t>9 | oo
2 Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem
3 Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Igen
4 Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem | Nem ? Igen
5 Nem | Nem ? ? ? ? Igen | Igen | Igen
6 Nem | Nem ? ? Igen | Igen | Igen | Igen | Igen
7 Nem ? Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen
8 Nem ? Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen
9 Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen | Igen

Eszrevehetjiik ismét mind a t-ben, mind a k-ban valé monotonitast. Ugyanis

ha létezik jo t-elhelyezés egy megadott k értékre, akkor (¢+1)-elhelyezés is létezik
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ra, hiszen a t-elhelyezés mar maga is (¢ + 1)-elhelyezés is egyben. Hasonl6an, ha
létezik jo t-elhelyezés k-ra, akkor k + 1-re is létezik.

A tablazatban talalhato "Nem"-ek nagy része szimpla kovetkezménye a 4.5
allitasnak. A kovetkezGkben bizonyitjuk a fennmarado allitdsokat, melyek a tab-
lazatban szerepelnek. A tovdbbiakban a fehér és sziirke szineket hasznéljuk a
siiti két részének megkiilonboztetésére; valamint az X és O jelléseket fogjuk
hasznalni a jatékosok altal valasztott négyzetekre, ahogy altalaban a Tic-Tac-

Toe jatékban szokés.

4.3.1. A 2-amdba

4.6. Eszrevétel. Nem létezik jo szinezés Ho-re a végtelen tdbldn.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen j6 szinezés. Valasszunk egy tetszG-
leges mezdt, melynek X szine van. Ha szomszédai k6zott van még egy X szind
mezd, méris ellentmondésra jutottunk. Ha mind a nyolc szomszédja O szint

kapott, akkor viszont koztiik lesz két egyszind mezd egymas mellett. ]

Megjegyezziik, hogy a Ho hipergraf jo szinezéséhez harom szin is kevés, négy

szinnel azonban mar kiszinezhetjiik jol a végtelen négyzetracsos sikot.

4.3.2. A 3-amdba

A kovetkez$ tétel egy specidlis esete a Dumitrescu és Radoic¢i¢ [15] altal irt

cikk 2. tételének. Az értekezésben leirjuk a bizonyitas vazlatat is.

ke
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4.4. dbra. Jo szinezések a 3- és 4-amdba blokkolédsara

4.7. Tétel. Létezik pontosan egy jo szinezés Hs hipergrdfra.
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Bizonyitas. Kovetve a 4.4 abra bal oldalat, van legalabb két élszomszédos mezé
a sikon, melyek szine ugyanaz (sziirke az abréan). Ellenkez6 esetben a végtelen
sakktabla szinezést kapnank, amely tetsz6legesen hosszu egyszini atlos egyenest
tartalmaz.

Tekintsiik a harom X-et 1-es indexszel. Oz, O3, O4 valamint X5 ekkor kény-
szeritett szinek, ha el akarjuk keriilni az egyszini harmasok felbukkanéséat. A
"?7"-lel jelolt mez6 adja az ellentmondést.

Ez bizonyitja, hogy ha vesziink két oldalszomszédos X négyzetet, akkor bar-
mely folottiik vagy alattuk talalhato négyzet csak O szind lehet. Ez biztositja,

hogy csak a 4.4 abran kozépen lathatd szinezés lehet jo. ]

4.8. Kovetkezmény. Nem létezik jo t-elhelyezés véges t-re a Hs hipergrifra.

Bizonyitas. Ez kovetkezik az el6bbi egyértelmiiségbdl. Ha volna j6 t-elhelyezés
véges t-re, akkor ahhoz tartozna tobb j6 szinezés is, melyekben az egyes siiti
részek szinei felcserélheték lennének, amely végtelen sok jo szinezést eredmé-

nyezne. |

4.3.3. A 4-amdba

Természetesen a k monotonitisa miatt az el6z6 szinezés Hs-ra joO szinezés
Hy-re is. Hy-re azonban létezik mas jo kettGszinezés is, ahogy a [15] cikkben
és a 4.4 abra jobb oldalan lathaté. Jegyezziik meg, hogy ez a szinezés minden
négy hosszu egyszind halmazt blokkol, beleértve minden racionéalis meredekségii
egyenest! Megkérdezhetnénk, hogy hany kiillonb6z6 jo szinezés létezik Hy-re?

Szintén nyitott kérdés, hogy létezik-e jO t-elhelyezés véges ¢ esetén Hy-re.
A 4.5 éallitas szerint ismertek alsd korlatok, vagyis ¢ < 6 esetén biztosan nem
létezik ilyen. A maésik oldalrdl a 4.9 észrevétel szerint nem létezik jo t-elhelyezés,

ha t=7 vagy 8.
4.9. Eszrevétel. Nem létezik jo t-elhelyezés Ha-re, ha t="7 vagy 8.

Bizonyitas. ¢t = 7,8 esetekben egy jo elhelyezésnek tartalmaznia kell legalabb
egy siitit a 4.3 abréan lathato C7 és Cg koziil. (Minden mas 7- és 8-siiti kevesebb
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élt blokkol, mint amennyi elég lenne H,4 blokkolasahoz.) De a Cy és Cy is tar-
talmaz vizszintesen harom egymast kovet§ négyzetet egy sorban a siiti azonos
részébdl. A harom egyszind négyzet jobb és bal oldalan szerepls egy-egy négyzet

viszont barmilyen szind lehet, amely egy blokkolatlan négyest eredményez. ®

4.3.4. A 9-nél nagyobb amébak

Lathattuk korabban, hogy at = 2,k = 9 esetben pl. a Hales-Jewett parositas
megfelel6. Monotonitas miatt pedig minden k& > 9-re is van parosités, vagyis 2-

elhelyezés, amelybdl raadasul kovetkeznek a t-elhelyezések ¢ > 3-ra is.

4.3.5. A 7- és 5-amdsbba

4.10. Tétel. Létezik jo 6-elhelyezés — mely egyben jo 3-pdrositdas is — a 7-

amdbdra.

Bizonyitas. Vegyiik a 4.5 abran lathatd 6-elhelyezést, ahol az egyes siitik
kiilonb6z6 részei sziirkével és fehérrel vannak szinezve. Kénnyen ellenérizhetd,

hogy vizszintesen mar minden harmast, fligg6legesen minden négyest, mig &tlé-

san minden hetest blokkol, barmelyik sort is nézziik. [ |
JE—
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e 4-parositas
8-siiti

3-parositas

4.5. abra. Jo 6- és 8-elhelyezések a 7- és 5-amébakra

4.11. Tétel. Létezik jo 8-elhelyezés — mely eqyben jo 4-pdrositis — az 5-amdbdra.

Bizonyitas. Hasonléan az el6z6 eredményhez a 4.5 abran lathatd 4-parositéas

blokkol minden 6t6st a végtelen tablan. ]
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4.12. Kovetkezmeény. A fenti két tételbdl kovetkezik, hogy Picker (mint Rom-
bold) nyeri az elfogult(6) ill. elfogult(8) Chooser-Picker 7- ill. 5-amdba jdtéko-
kat.

4.6. abra. 2-parositas blokkolja a 7-amdébat

4.13. Tétel. Létezik jo 4-elhelyezés — mely egyben jo 2-pdrositdas is — a 7-

amdbdra.
Bizonyitas. A 4.6 dbra 2-parositdsa blokkolja a 7-amdéba Gsszes élét. ]
Jegyezziik meg, hogy a monotonitids miatt ugyanez a 2-parositas blokkolja

a 8-amd@bat is.

4.14. Kovetkezmeény. /.13 tételbdl kovetkezik, hogy Picker (mint Rombold)

nyeri az elfogult(4) Chooser-Picker 7- amdba jdtékot.

Ennél t6bb is igaz, Csernenszky és tarsai [11] megmutattak, hogy Picker
nyeri a normél C-P 7-amdéba jatékot is.

Eddig az Gsszes t-elhelyezés egyben ¢/2-parositas is volt. Utolso példankban
azonban Hg-ra adunk egy nem kiegyenstlyozott 6-elhelyezést (mely tehat nem

3-parositas).

4.3.6. A 6-amdba

4.15. Tétel. Létezik jo 6-elhelyezés a Heg-ra.
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O|XIX|[X]X|O
X (o)
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4.7. abra. 6-siitik blokkoljak a 6-amé&béat

Bizonyitas. A 4.7 abran lathaté két tipusu siitit felvaltva helyezziik el. Ez a

konfiguracié nyilvanvaléan adja a kivant eredményt. ]

4.16. Kovetkezmeény. /.15 tétel szerint Picker nyeri az elfogult(6) Chooser-

Picker 6-amdba jdtékot.

Osszefoglalva az eredményeket, lathattuk korabban, hogy a 9- vagy tébb
amgbara létezik jO parositds, a 8-amdébara azonban biztosan nem. A 7- és 8-
amd@békra viszont létezik jo 2-parositas (ami egyben jo 4-elhelyezés is). 6-amébara
létezik jo 6-elhelyezés (mely nem 3-parosités), mig az 5-amdébara jo 4-parositas
(jo 8-elhelyezés). 4-ambbara nem ismert véges siiti-elhelyezés, azonban létezik
tobbféle jo kettdszinezés is, 3-am@bara pedig csak egyetlen egy. Végiil 2-am@bara

nem létezik jo kettGszinezés.

4.4. Améba kevesebb iranyban

Hasonléan a parositasokhoz, az altalanositott parositasok is adnak eredmé-
nyeket, ha a megszokott négy irany helyett csak egy, ketté vagy harom iranyt
tekintiink.

4.4.1. 3 irAny avagy a hatszogracs

Az el6z6 fejezetben a négy iranyu verziora adott szinezések és t-elhelyezések
pedig szintén jok a harom iranyu jaték esetén is. Igy csak az ezektdl kiilonbozé

eredményeket érdemes emliteniink.
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Lathattuk koradbban, hogy ez esetben a 7-amdbara is 1étezik méar j6 paro-
sitas, vagyis 2-elhelyezés. 2-amdébéara tovabbra sincs j6 szinezés, a 3-amd&bara
viszont lehetséges lehetne az el6z6 feladatban megadotthoz képest egyéb jo szi-
nezés is, vagy akar véges siitikkel valo lefedés.

4-amdbara szintén létezhetne véges t-elhelyezés, hiszen ez esetben az el6z6
fejezet a és c tipusu 4-siitije szintén 4k — 4 blokkolasi erével rendelkezik (a b és d
nem, mivel azok olyan atlos irdnyban is blokkoltak, amik k6ziil az egyik biztosan
kiesik harom irény esetén). A 4.5 allitasbol kovetkezs (4k —4)n2/4 > 3n%2+0O(n)
egyenl6tlenséget atrendezve kapjuk, hogy k > 4 + O(1/n), vagyis mar a fenti a

és c 4-siitikkel is blokkolhat6 lenne a 4-améba. Ez azonban mégsincs igy.
4.17. Tétel. Nem létezik jo 4-elhelyezés a hy-re.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy mind az a, mind a ¢ 4-siiti egy példanya csak
két irdnyt képes blokkolni a harombél, amivel marad egy blokkolatlan iranya.
Ezt az irdnyt tekintve egy adott siitinél és meghosszabbitva egy-egy négyzettel
mindkét irdnyba (mely négyzetek biztosan kiilonbozs siitikben lesznek) mér

kaptunk is egy blokkolatlan négyest. ]

Azonban az hs blokkolasira mar megfelel6k lesznek az a és c siitik.
4.18. Tétel. Létezik jo 4-elhelyezés — 2 parositis — a hs-re.

Bizonyitas. A 4.8 abran lathatd 4-siiti elhelyezés, mely az a és ¢ 4-siitiket

tartalmazza jo 4-elhelyezés. ]
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4.8. abra. 4-siitik blokkoljak a harom irdnyu 5-amdbét
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4.19. Megjegyzés. Természetesen a hs blokkoldsdara adott 4-elhelyezés hg hi-

pergrdfra is jo elhelyezést ad.

4.5 allitas szerint létezhetne j6 3-elhelyezés is hg hipergrafra, hiszen egy 3-
siitinek harom irdny esetén is 2k — 2 a maximalis blokkolasi ereje, melybdl az
(2k —2)n?/3 > 3n? + O(n) egyenldtlenséget atrendezve kapjuk, hogy k > 5,5+
O(1/n), ami szerint 5-re még nem, de 6-ra mar létezhetne jo 3-siiti elhelyezeés.
Ilyet azonban nem taldltunk még.

Osszefoglalva a harom iranyt verziot, a 7-am6bat mar parositassal, az 5- és
6-am@bat 2-parositassal, a 3- és 4-amdbat pedig csak szinezéssel tudjuk eddig
blokkolni. Azonban a 3-amdébéat blokkolo szinezés unicitasa, a 4-amébéat blok-
kolni képes véges t-elrendezés létezése, valamint a 6-amdéba 3-elhelyezéssel valé

blokkolhatésaga tovabbra is nyitott kérdés.

4.4.2. Egy és két iranyban

Egy iranyban természetesen egyszerd a helyzet, Fs-re 1étezik jo szinezés,
melyben a szinek soronként felvaltva szerepelnek, mig Fs-ra parositas is van.

Két iranyban azonban az elhelyezések adnak 1j eredményeket. Lathattuk a
3.15 tételben, hogy Ps-re, vagyis a két irdnyban jatszott (fiiggsleges, vizszintes)
5-amdébara létezik parositasi stratégia, 2-elhelyezés.

Masik oldalrol P, ellen pedig jo szinezés (co-elhelyezés) létezik, egészen pon-
tosan csak egy, a végtelen sakktabla szinezés. A két fennmaradé eset, Ps és Py
lesz tehat szamunkra érdekes, melyekre a korabbiakbol tudjuk, hogy parositéis

nem létezhet. A szinezéseknél azonban sokkal tobbet mondhatunk.

4.20. Tétel. Létezik jo 4-elhelyezés — 2 pdrositas — a Ps-ra, vagyis a két iranyid

3-amdbdra.

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy a 4.9 dbra 4-siiti elhelyezése blokkol min-

den harom hosszu fiiggtleges és vizszintes élt. ]

Termeészetesen ez a 4-elhelyezés jo P,-re is, azonban a parositas (2-elhelyezés)
és a 2-parositas (4-elhelyezés) kozott egyediiliként megbtuvo 3-elhelyezés — pa-
ratlan ¢-re valo egyetlen példaként — szolgaltat egy még kisebb jo elhelyezést P,

ellen.
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4.9. abra. 4-siitik blokkoljak a két irAnyd 3-amg&bat

4.21. Tétel. Létezik jo 3-elhelyezés Py-re.

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy a 4.10 abra 3-siiti elhelyezése blokkol min-

den négy hosszu élt. ]

4.10. abra. 3-siitik blokkoljak a két iranyt 4-amdébéat

Osszefoglalva a P, eredményeit, Ps-re egyetlen szinezés, Ps-ra j6 4-elhelyezés,
Py-re jo 3-elhelyezés, végiil Ps-re (és minden nagyobb szédmra) jo 2-elhelyezés,

vagyis parosités létezik.

4.5. Harary-allatok

Korabban lattuk, hogy 12 olyan Harary-allat van, melyekre nem létezik pa-
rositds. Koziiliik négy tartalmazza Pjy-et, igy 1étezik Gket blokkolo 3-elhelyezés.
A maradék nyolchbol négy tartalmazza Ps-at, igy rajuk pedig a 4.9 dbran latha-
t6 4-elhelyezés lesz j6, mely rdadasul a Ps-at nem tartalmazé Tippy ellen is jo
4-elhelyezést ad. A maradék harom alakzat koziil Pi-et, az egy négyzetbdl allo
monominét természetesen még a szinezés sem blokkolhatja, Po-r6l tudjuk, hogy

csak a sakktabla szinezés blokkolja, Fl-rél azonban ezt még nem bizonyitottuk.
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4.22. Tétel. Létezik végtelen sok killonbézd jo szinezés El-re.

Bizonyitas. Mivel P, része El-nek, a végtelen sakktabla szinezese itt is ki-
elégitG. Azonban vegyiik észre, hogy minden olyan szinezés alkalmas, ahol a
sakktablat egyik irAnyba megnyujtjuk, egészen odaig, hogy minden végtelen sor
egyszini és soronként viltakoznak a szinek. Konnyen lathato, hogy a tetszéle-
gesre nyujtott sakktabla szinezések kombinalasan kiviil viszont nincsen mas jo
szinezés. Ha ugyanis van valahol két egyszint élszomszédos mez6 (pl. vizszin-
tesen) egymaés mellett, akkor a két mez6 folotti és alatti fiiggsleges oszlopokat
ez a két mez6 felfele és lefele meghatarozza egyértelmtien, hiszen felvaltva kell
lenniiik a szineknek. Ez kett&nel tobb egy sorban 1évd élszomszédos mezdre is

igaz. [ |

4.23. Tétel. Nem létezik véges siiti elhelyezés El-re.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy véges siitikkel kivédhets El. Vegyiik egy tetszd-
leges véges siiti jobboldali elemei koziil a legalsét. Ez az a mez6, melynek harom
szomszédja jobbra, lefele és jobbra-le atlosan egy vagy tobb masik siitiben sze-
repel. E harom mez6 koziil legalabb ketts a skatulyaelv szerint azonos szint kap.
Mivel az el6szor kivalasztott siiti szinezése fiiggetlen a tobbitsl, barmelyik kettd

mezd is azonos szind, a siiti jobb-als6 elemével egyiitt megjelenik FEl. ]

A tovabbiakban térjiink vissza a pérositasokhoz, azon beliil is a 9-amdba pé-
rositasahoz, melyr6l még nem tudjuk, hogy csak egy (a Hales-Jewett) parositas
létezik, vagy tobb; és ha tobb, akkor hiny és vajon milyen tipustiak lehetnek?
Ezen kérdésekre keressiik a valaszt a kovetkezs fejezetben, mely a [19, 20] cik-

keinkre tamaszkodik.



5. fejezet

A 9-amdéba parositasai

"A jaték a mivészetek rokona."

(N. Bartha Kdroly nyelvész, etnogrdifus)

Ebben a fejezetben a végtelen améba parositasok szempontjabol legkisebb és
legérdekesebb esetét, a 9-amgbat vizsgéljuk. Kisérletet teszilink az Gsszes lehet-
séges parositiasanak leirasara, megszamlalasara, felsoroldsara és valamely struk-
taraba rendezésére. Mint latni fogjuk, a dolog egyéltalan nem trivialis, a kézi
vizsgélat, elméleti megfontolasok és Gtletek mellett programozasra is sziikség
lesz a fejezet soran. A k = 9 eset élességébdl adoddan kapott szigort feltéte-
lek olyan szimmetridk létrejottéhez vezetnek, melyben talan a mtivészetek irant
fogékony olvasé is talal valamilyen szépséget.

Erdekességként jegyezziik meg, hogy a parositasok keresésének elsé fazisahoz
egy nagyobb méretii sakktablat, valamint 32 gyufaszalat hasznaltunk a parosi-
tasok kereséséhez; mely bar elavult moédszernek tiinhet, mégis rengeteg Gtletet
és kés6bb hasznosithaté megfigyelést adott.

A fejezet elején vizsgéaljuk meg, hogy milyen feltételeknek kell teljesiilniiik

egy jo parositasra, mellyel blokkolni szeretnénk a 9-amdébét.

5.1. A j6 parositas feltételei

Vegyiik a végtelen négyzetracsos sik egy n x n résztablajat. A 3.10 allitas

szerint (k—1)n?/2 > 4n?+0(n) amibdl k > 9+0(1/n) kovetkezik. Az eredmény

50
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azt sejteti, hogy a parokat valamilyen értelemben "optiméalisan" kell hasznalni
‘Hg blokkolasahoz, vagyis egy parnak a lehet§ legtébb Hg élt blokkolnia kellene.
Az optimalitast precizebben is definialhatjuk:

5.1. Definicid. Egy pdrositds optimdalis, ha:
1. Minden par pontosan k — 1 €lt blokkol.
2. Nincsen tilblokkolds, vagyis minden él pontosan egy pdr dltal blokkolt.

3. Nincsenek pdrositatlan mezdk, vagyis minden mezd része a pdrositisnak.

5.2. Kovetkezmény. Vegyiik Ho eqy optimdlis jo pdrositisdit. Ez a pdrositds
domind-pdrositds, ahol a domindk 8-periodicitissal kdvetik eqymdst minden sor-

ban és minden mezd része pontosan eqy pdrnak.

Bizonyitas. Az els6 pont az 5.1 Definiciobol kovetkezik, amely szerint a paro-
sitds dominé-parositas, a masodik pont adja a 8-periodicitast, hiszen masképpen
tulblokkolast vagy blokkolatlan élt kapnank. A parositatlan mez6 hidnya egy az

egyben az optimalitas definiciojanak harmadik pontja. ]

5.3. Definicié. A pdrositis egy mezdjét anomalianak nevezzik, ahol a 8-
periodicitds séril, eqy nem domind tipusi pdr vagy egy pdrositatlan mezd felti-

nik.
Konnyen ellenérizhets, hogy a Hales-Jewett parositas anomaéaliamentes.

5.4. Megjegyzés. A 3.10 dllitds kovetkezményében szerepld O(n) miatt meg-
torténhet, hogy Ho egy jo pdrositisdiban is eldforduljon anomdlia. Eqgy jo pdro-
sitdst, melyben anomdlia fordul eld "kvdzi-kristdlynak” fogunk nevezni, utalva
az anomdliamentes pdrositisok magas foki szimmetridira és kristdlyra emlé-
keztetd megjelenésére, amit a Hales-Jewett pdrositisban vagy a [13] cikk két
pdrositdsdban ldathattunk. A késdbbi 5.2 fejezetben részletesebben is foglalkozunk
a kvdzi-kristdlyokkal, melyrdl végil bebizonyitjuk, hogy He jo pdrositdisai kéziil

mindegyik anomdliamentes.

Az els6 lépésiink a tovabbiakban a kovetkezs lemma;
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5.5. Lemma. Hg minden jo parositisihoz létezik egy tetszdlegesen nagy, ano-

madliamentes résztdabla.

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszSleges n x n résztéblat, melyet X-nek nevez-
ziink. Majd vagjuk fel sok kisebb, 1/n/100 x /n/100-as résztablara. A 3.10
allitas szerint legfeljebb 48n — 128 anomalia lehet X-ben. Mivel most 10000n

résztablara osztottuk fel X-et, ezek koziil a legtobb anomaliamentes lesz. ]

A kovetkez6kben Hg anoméliamentes parositasainak strukturajat kiséreljik
meg leirni. Osszuk Hg egy jo parositasat 8 x 8 méret résztablakra és jeloljiink
ki ezen résztablak koziil egyet, melyet kézépss, avagy Centrdlis négyzetnek, rovi-
den C-nek neveziink. Ezutan csak a C négyzetet (egy vagy két mezében) érinté
(dominé-)parokat hagyjuk meg. Vizsgaljuk meg, hogy a C' 8 x 8-as résztab-
la szomszéd résztablain milyen parok szerepelhetnek. Annak érdekében, hogy
beszélni tudjunk ezekrdl a 8 x 8-as résztablakrol, nevezziik ket égtajak szerint
(angol roviditésekkel) keleti (F), északkeleti (N E), stb. résztablaknak, mig egy-
egy résztabla mezGit pedig a szokésos sakk jelolésekkel (A1-H8), ahogy az 5.1
abran lathatok.

5.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy létezik eqy anomdliamentes jo pdrositasunk Ho-
re a végtelen sikon és azon kijelolink kilenc darab 8 x 8-as négyzetet,
(C,E,NE,...), ahogy fentebbd.

A C résztabldt érintd fiiggdleges és vizszintes domindknak meg kell jelenniik
a C mind a nyolc szomszédos résztablajinak azonos mezdin. Az dtlos domindk-
nak meg kell jelenniik az NE, NW,SW,SE résztablik azonos mezdiben. Habdr
C dtlés mintdja kiterjedhet a mdsik négy résztdbldra, név szerint a E,S,W, N
tabldakra, ez mem biztositott. Ennek kévetkezményeként az egész négyzetrdicsos
stk a periodikus mdsolata vagy a C résztablanak vagy annak a 16 x 16-0s rész-

tabldnak, amely a C,S,SE, E négy darab 8 x 8-as résztablakbol dll.

Bizonyitas. Elég ellendrizniink a kivetkezs négy lépést. Egy altalanos mez§jét
a 8 x 8 résztablaknak Xi € {Al,..., H8}-vel jeloliink az emlitett sakk jelolés
szerint. Ha egy d dominé ugyanazokat a mez§ péarokat fedi pl. C-ben és E-ben,

akkor azt mondjuk, hogy a d par kiterjed C-rél E-re.
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5.1. abra. C péarjainak kiterjedése a szomszéd résztablakra

1. A vizszintes (fiiggsleges) parok 8-periodicitasa miatt C' parjai egyértel-
mien kiterjednek a W és E (N és S) résztablakra. A 4+1 meredekségii
atlos dominok hasonlban kiterjednek SW és NE, a —1 meredekségi atlos

dominok pedig a SE és NW négyzetekre.

2. Ahhoz, hogy lassuk a fiiggsleges dominok kiterjedését C-r6l W-re és E-
re, egy kis esetvizsgélatra lesz sziikségiink. Kordbban lattuk ahogy a C'
fiiggbleges domindi kiterjedtek északra és délre. Vegyiink egy v fiiggtle-
ges dominot a C tébla X4 négyzetében. Ha a W tabla X4 négyzete egy
+1 (vagy —1) atlos dominét tartalmazna, akkor a 8-periodicitas miatt N
(vagy S) Xi négyzete szintén egy ugyanolyan atlos dominot tartalmaz-
na. Ez viszont ellentmondas, hiszen az el6z6 pontbdl tudjuk, hogy az N
(vagy S) tabla Xi négyzete a v fiiggsleges domindt tartalmazza. Ugyanez
igaz az E résztabla Xi négyzetére is. Ha a W (vagy F) tabla Xi négyze-
te vizszintes domindval fedett, akkor viszont C-nek kellene tartalmaznia
egy vizszintes domin6t X+¢-ben, ami szintén ellentmondas, mert ott mar
a v fiigg6leges dominé van feltevésiink szerint. Igy azt kaptuk, hogy a v

fiiggoleges domino kiterjedt C-r6l W-re és E-re, tovibba a 8-peiodicitas
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miatt v kiterjed az SW, NW, NE, SE tablédkra is. Tehdt azt ldttuk, hogy
a C fiiggdleges domindi kiterjednek mind a nyolc szomszédos résztdbldra.

Ugyanez igaz C vizszintes dominodira is.

3. Most vizsgéljuk az atlés dominokat. Az els6 és masodik lépésekben C
+1 meredekségii atlés dominoéi kiterjedtek SW-re és N E-re. Mivel nin-
csenek parositatlan mezdk és tulblokkolasok, az SW és NFE fennmara-
d6 mez6i csak —1 atlés dominodkkal fedettek lehetnek. Ugyanez igaz az
SE és NW négyzetek mezgire is. Vagyis C dsszes domindja kiterjed az
SW,SE,NE, NW tdbldkra, tovdbbd a vizszintes és fiiggéleges domindk C-
10l kiterjedtek az S, E, N,W résztabldkra.

4. Lathattuk, hogy C atlés dominéi nem feltétleniil terjedtek ki az S, E, N, W
résztablakra (feketével szinezve az 5.1 abran). Habar a 8-periodicitas miatt
E atlos parjai kiterjedtek az S, N és W tablakra, tehéat a S, E, N, W fekete

résztablak teljesen azonos parositasi strukturival rendelkeznek.

5.7. Megjegyzés. C dtlos parjai kiterjedhetnek az S, E, N,W résztabldkra is
(ahogy a Hales-Jewett pdrositds esetében), ezzel minden 8 x 8-as résztdibla a
végtelen sitkon a C pontos mdsolata lenne. Ennek ellenére lehetséges, hogy a
végtelen sikon két kilonbozd dtlos struktira szerepel, eqy a C,NW,NE,SE és
SW tipusi 8 x 8-as résztdblikon (fehérrel szinezve az 5.1 dbrdin) egy ettdl ki-
lonboz6 dtlos struktira pedig az S, E, N,W tipusi (fekete) résztdabldkon. Ldtni

fogunk néhdny példdat a kévetkezd részben.

5.8. Definicio. A végtelen sik (vagy annak egy anomdliamentes részének) egy
pdrositisa k-toruszos, ha az éppen eqy k X k-as torusz kiterjesztése a végtelen

sikra, de k-ndl kisebb értékekre ez nem teljesiil.

Igy mar egyszertibben is megfogalmazhatjuk az el6z6 lemmat és megjegyzést

egy kozponti tételben:

5.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy van egy anomdliamentes jo pdrositisunk Hg-re.

Ekkor ez a pdrositds vagy 8-toruszos vagy 16-t0ruszos.
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5.10. Eszrevétel. Vannak olyan 8-téruszos pdrositdsok Ho-re, melyek nem izo-

morfak a Hales-Jewett pdrositdssal.

Bizonyitas.

5.2. dbra. Néhany eddig nem ismert parositas

Ezen 8 x 8-as négyzetek péarositasait a végtelen sikra kiterjesztve harom
mésik 8-téruszos parositast kapunk. Jegyezziik meg, hogy a baloldali parositéis

tlikrézési, a jobb oldali pedig forgatasi szimmetridval rendelkezik. ]

Valamelyest meglepd tény, hogy létezik néhany 16-téruszos parositas is Ho-
re. Ahhoz, hogy megértsiik a strukturdjukat, kicsit finomitjuk az 5.6 lemma
gondolatmenetét a kdvetkezs részben.

Egy 16-téruszos pérositas tehat két kiillonb6zé szomszédos 8 x 8-as rész-
tablabol van Osszerakva, melyek fiiggsleges és vizszintes parjai megegyeznek,
atlos struktarai viszont biztosan eltérnek (kiilonben 8-toéruszos lenne). Egy 16-
téruszos parositas két kiilonbozé atlos strukturaval rendelkezd 8 x 8-as résztab-

lajat jeloljiik ezentil a C' és W jeltlésekkel!

5.1.1. Atlos alternalo korok

Hg 8-toruszos és 16-toruszos jo parositasai tekinthetSk gy is, mint speciélis
teljes parositasok (a parositas szo grafelméleti értelmében) a Hg alapt egyszert
grafon: A G graf csucshalmaza az alap térusz cstucsai, melyek mindegyike egy-
egy éllel van 6sszekdtve a nyolc szomszédos négyzet altal reprezentalt csicsokkal.
Egy péarositas domindi is élek, és egy jo parositds nem csak teljes parositas a
grafon, hanem rendelkezik azzal a tulajdonsaggal is, hogy pontosan egy (16-

toruszos esetben két) élt tartalmaz minden toruszegyenesen.
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Ismert, hogy két teljes péarositds unidja az azonos csicshalmazon parhu-
zamos élekbdl és alternald korokbdl all. Tehat ha vessziik egy 16-téruszos jo
parositasbol kivagott két kiilonbozs C' és W résztabla uniojat akkor a kapott
nemtrivialis alternalé korok csak atlos éleket tartalmazhatnak. Ezen atlos alter-
nalo korok vizsgalatéval juthatunk el néhény 16-toruszos jo parositasokhoz. (Ha

C és W atlos élei megegyeznének, akkor 8-téruszos parositasokat kapnank.)

5.3. abra. 16-téruszos parositas (balra) és néhany toruszegyenes (jobbra)

5.11. Tétel. Egy 8-téruszos C jo pdrositasbol akkor és csak akkor szdrmaz-
tathato 16-téruszos jo pdrositdst, ha létezik eqy mdsik, kilonbézé 8-toruszos jo
parositds, W, mely csak néhdny dtlés domindban kilénbézik C-tél ugy, hogy az
unidjuk egy dtlés alterndld korrendszert ad. Osszesen két ilyen lehetséges alter-

ndlo kérrendszer fordulhat eld, melyek az 5.4 dbra baloldaldn és kézepén ldthatdk.

H El|

5.4. adbra. Az alternal6é korrendszerek

Bizonyitas. Mivel minden téruszegyenesen pontosan egy dominé lehet egy
8-toruszos jO parositis tetszélegesen valasztott 8 x 8-as résztablan, ezért a C'

és W unidjaban szerepld atlés dominokbol 4llé alternéald kordk vagy nulla vagy
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két domindban taldlkozhatnak minden toruszegyenessel. (Ha csak egyben ta-
lalkoznanak, akkor vagy C-ben vagy W-ben lenne blokkolatlan téruszegyenes.
Ketténél tobb dominoban valé talélkozés pedig tulblokkolast eredményezne.)
Esetvizsgalattal kaphatjuk, hogy csak az 5.4 &bran lathato konfiguraciok
johetnek szamitasba. Az els6 egy egy korbdl all6 rendszer, a mésodik szintén egy
korrendszer, de két &tlos korbdl &ll, a harmadik rendszer pedig négy korbdl all.
Koziiliik viszont a harmadik felbukkanésakor keletkezne egy vizszintes egyenes

(1-9-ig szamozva), melyet nem tudnank blokkolni vizszintes dominoval. [ |

5.12. Eszrevétel. Léteznek olyan jo pdrositdisok, melyek tartalmazzdik a két le-

hetséges alterndlo korrendszer eqyikét.

Bizonyitas. Az 5.5 abran taldlhatunk példat. A vastag (vékony) parokat véve
az alternélo korokbsl C-be (W-be) egy 16-toruszos parositast kapunk. Termé-
szetesen a C' és W Osszetételével kapott 16-toruszos parositas nem 8-toruszos,

definici6 szerint. ]

5.5. abra. Példak alternal6 korokre

5.13. Megjegyzés. Egy 16-toruszos pdrositas csak a két lehetséges kérrendszer
tartalmazdsa dltal johet létre. Ekkor a C tipusi 8 X 8-as négyzet az alterndlo
korrendszer egyik dllapotdban, mig W-ben a mdsik dllapot (mely a kor mentén
az dtlds élek eltoldsdval kaphatd) szerepel, pl. az 5.6 dbrdn. Egy ilyen 16-tdruszos
parositdsban ha pl. a C tablarész W -t6l kiilonbozd dtlos éleit eggyel visszatolva a
W dllapotba alakitjuk, akkor egy 8-toruszos pdarositist kapunk. Ugyanez igaz, ha
W tdblarészt alakitjuk C-vel egyformdra, ekkor eqy mdsik 8-téruszos megoldds

szdrmazik.
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5.6. dbra. Egy 16-téruszos parositas

5.14. Megjegyzés. Csak két kiilonbozd alterndld korrendszer lehetséges, azon-
ban eléfordulhat, hogy egy 16-téruszos pdrositdisban tébb ilyen alterndls korrend-
szer is megtaldlhatd legyen. Ezen esetekben kettonél tobb (négy, nyole) 8-téruszos
pdrositds is szarmaztathato a 16-toruszos pdrositdasbol, aszerint, hogy melyik kor-
rendszer melyik dllapotban van éppen. Erre mutat egy példdt az 5.5 dbra jobb
oldali pdrositdsa. Itt a két elkilonild alterndld kérrendszerek egyike a (normdl)

sakktabla szerinti fekete, mdsikuk a fehér mezékon fut.

5.15. Megjegyzés. Jegyezziik meg tovdibbd, hogy egy dtlds alterndlé kdrrend-
szerben egy 8 X 8-as tdbldn a lehetséges 32 egyszind mezd kézil (hiszen egy dtlos
alterndlo korrendszer sosem wdlthat szint) 16 mindenképpen foglalt a vizszin-
tes és figgdleges domind parok szémdra. Igy egy dtlos korrendszer legfeljebb 16

eqyszini mezot érinthet.

5.1.2. A 8-tO6rusz parositasai

Foglalkozzunk most egy latszolag teljesen 4j M-B jatékkal, amely azonban

szoros kapcsolatban van a 9-amébéval.

5.16. Definicié. A k x k-as Maker-Breaker torusz jdatékot a k? négyzetbdl dllo
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diszkrét torusz mezdin jatszuk (hipergrif csucsai), ahol 4k nyerdhalmaz van, a k
darab sor és oszlop valamint az dtlos toruszegyenesek a +1 meredekséggel. Ezen

nyeréhalmazok a hipergrif élei. A jdaték hipergrifjat Ti-val jeloljiik.
Az 5.2 4bran sargaval szinezve lathatunk néhany atlos toruszegyenest.

5.17. Megjegyzés. A Tg esetében 32 nyerdhalmaz és 64 négyzet (csics) van,
melyeken 32 par fér el. Igy ha tekintjik a négy iranyt (vizszintes, fiiggdleges,
dgtlosak), akkor a k = 8 az egyetlen k érték, melyre lehetséges jo pdrositds olyan

mddon, hogy minden nyeréhalmaz egyetlen part tartalmazzon.

5.18. Megjegyzés. Egy tetszbleges 8-toruszos pdrositis Ho-re, j0 pdrositist ad

Ts-ra is.

Bizonyitas. A 8 x 8 térusz négyzeteinek azonositasara rogzitsiink egy mezét
és nevezziikk al-nek, majd hasznaljuk a szokasos sakk jelolést. Valasszunk egy
tetszGleges 8-toruszos jo parositast Ho-re és vagjunk ki egy 8 x 8-as négyzetet
bel6le. A 8-periodicitas miatt minden 8 hosszi egyenes tartalmaz egy domind
part (pl. e4d — e5) vagy két fél part (pl. el és e8), amelyek szomszédosak a

toruszon. [ |

5.19. Megjegyzés. A forditott dllitas nem igaz, mert a 8 x 8-as térusznak
van olyan jo pdrositisa is, amely nem domind tipusi. Tovdbbd vannak (nem
domind) pdrok, amelyek t6bb, mint egy €lt blokkolnak (pl. a4 — d8 blokkol egy-
egy +1 és —1 meredekségi toruszegyenest is), ami megenged tilblokkoldst vagy
pdrositatlan mezdket. Ha viszont csak domind pdrokat engediink meg, akkor Tg

egy jo pdrositdsa kiterjeszthetd Hg jo pdrositasanaek a trividlis modon.

5.20. Megjegyzés. A M-B toruszjaték eqyébként kiilon is érdekes. Ismert, hogy
k = 3-ra a k-térusz jdaték Maker nyerd. k = 8-ra Breaker pdrositissal nyer.
k > 5-re szintén Breaker nyer, ezt az Erdds-Selfridge tétel adja. A k = 4 eset
Breaker nyerése pedig eqy kizepesen hossziu esetvizsgdlattal kaphaté meg [14]. A
jatékot magasabb dimenzidban is vizsgaltik, ezen eredményekrdl részletesebben

Beck [4] konyvében olvashatunk.

Az 6sszes j6 domind péarositast megtaldlni a 8 x 8-as toruszra egy véges

feladat, amely nem kiilonésebben nehéz szamitogéppel. A kapott parositasok
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torusz szimmetridinak ellenérzése azonban nehézzé teszi a problémat. A késsb-
biekben mégis megszamoljuk és listazzuk a nem izomorf j6 parositasokat. Elébb
azonban még nézziikk meg, hogy lehetséges-e akar csak egy anomaliat tartalmazo

parositas létezése.

5.2. Nincs kvazikristaly

Egy lényegi kérdésiink még mindenképpen nyitva maradt: vannak-e anomé-
list tartalmazé parositasok Hg-re? Jegyezziik meg, hogy egy n x n-es résztablan
O(n) anomalia lehetséges, amely akar végtelen sok (és kezelhetetlen) megoldast

eredményezne. Szerencsére nem ez a helyzet, ahogy latni fogjuk.

5.21. Lemma. FEgy elég nagy résztabla anomdliamentes pdrositdasa kiterjeszt-

hetd anomdliamentesen az egész sikra.

Bizonyitas. Lattuk korabban, hogy egy nagy résztabla anomaéliamentes péro-
sitdsa egy 8 x 8-as vagy 16 x 16-os toruszparositas egyértelmi kiterjesztéseként
kaphato. Folytatva a kiterjesztést az egész sikra, kapjuk a kivant anomaliamen-

tes parositast. [ |

5.22. Lemma. Tegyiik fel, hogy a sik egy pdrositisdit az anomdliamentes R
félsik pdrositasanak kiterjesztéseként kaptuk. Ekkor az egész pdrositds is anomd-

liamentes kell, hogy legyen.

Bizonyitas. Indirekt modon tegyiik fel, hogy az R anoméliamentes félsiknak
létezik egy AL anomalidkat tartalmazo kiterjesztése is a teljes sikra. Legyen to-
vabba AF az R anomaéliamentes parositasanak kiterjesztése, mely a 5.22 lemma
szerint létezik. Természetesen AL nem egyezhet meg AF-fel.

Vegyiik a sik egy ¢ mez6jét, mely tartalmaz anomaliat és egyike az R-hez
legkozelebbi ilyen mez&knek. Ahogy az 5.7 dbran lathatjuk feltehets, hogy az
R félsik hatarvonala fliggéleges, a ¢ a hatarvonal jobb oldalan talalhaté, vala-
mint az AL pérositas anomaliamentes ¢-t6l balra. Legyen AF(q) a domin6, ami
fedi a ¢ négyzetet az AF anomaliamentes kiterjesztésben. Ha AF(q) vizszintes
elhelyezési és g a dominé jobb fele, akkor AL nem tartalmazza az AF(q) domi-

noét g-ban, ami egy blokkolatlan vizszintes élt eredményez AL-ben. Egy hasonl6
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<

Itt egy anomaliamentes
parositas van a vastag N L/
vonalig

Az elsd fiiggdleges vonal,
ami anomaliat tartalmaz a
g mezében.

Itt nem fligg6leges parok vannak AF-ben.
Itt nem fligg6leges parok vannak AL-ben

5.7. dbra. Nincs kvazikristaly parositas

gondolatmenet az atlos irdnyokba mutatja, hogy AF'(q) csak fiiggsleges domi-
n6 lehet. Vegyiik most a hat négyzetet AF(q) alatt és folott. A 8-periodicitas
miatt AF-ben nincsenek mas mezsk ezen 12 mez6 kozott, amelyek fiiggsleges
dominét tartalmaznak. Azonban AL-ben kell lennie a 12 mez6 koz6tt (pl. s-ben)
legalédbb egy fél fiiggbleges parnak, hiszen a g-beli anomaélia miatt a fiiggdleges
élek koziil néhanyat mashol kell blokkolni. Az AF(s) dominé vagy vizszintes,
vagy atlos volt, ezért az AF(s) par nem része AL-nek. Ez a fentiek szerint egy

blokkolatlan vizszintes vagy atlés élhez vezetne AL-ben, ami ellentmondés. H

A {6 kérdés megvélaszolédsahoz az elbbi lemma Gtletére lesz sziikségiink.

J6 parositas
egymxm-es
N < négyzetben >

5.8. dbra. Egy anomaéliamentes parositas kiterjedése

5.23. Tétel. Egy elég nagy négyzet alaki résztdbla anomdliamentes pdrositdsa

egyértelmiien és anomdliamentesen kiterjed a teljes tabldra.
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Bizonyitas. Rogzitsiik Hg egy jo parositasat és vegyiink egy anoméliamentes
m X m résztablat — jeloljiik B-vel — ami az 5.5 lemma szerint 1étezik. B péarosi-
tasa anomaliamentesen terjed ki B jobb oldaldnak legnagyobb részén, ahogy az
5.22 lemma mutatja. A kiterjedés biztosan érvényes arra a derékszogi harom-
szogre, melynek atfogdja m — 16 és B jobb oldaldn halad, ahogy az 5.8 dbran
lathat6. (Az 5.22 lemma szerinti kiterjedés nem miikddik a B jobb oldalanak
derékszogl haromszog f6lotti és alatti részén, hiszen ott mar nincsenek azok az
atlos dominok, melyeket hasznéaltunk a lemma soran.)

Azonban ugyanezt a triikkot alkalmazva a B masik hdrom oldalan, kapunk
egy nagyobb ((v/2m—16) x (v/2m — 16) mérett) elforgatott négyzetet. Az el6bbi
gondolatmenetet megismételve lathatjuk, hogy B anomaliamentes parositasa

kiterjed a teljes sikra. [ |

5.3. Az Osszes jO parositas megkeresése

A célunk egy olyan program megirasa, amely megtalalja az Gsszes lehetséges
parositast a végtelen tablan a 9-amdébéara. Mivel az Osszes ilyen parositas 8-
téruszos vagy 16-téruszos és mindketts fajta szdrmaztathaté a 8 x 8-as résztabla
torusz domino parositasaibol, csak a 8 x 8-as parositasokat vizsgaltuk (a toruszos
kiterjesztést észben tartva).

Egy parositast egy 8 x 8-as tablan tarolunk, minden mez& reprezentalja az
aktuéalis mezdn 1év6 nyolc lehetséges par egyiklét: 0 jelent keletet (E), 1 délkeletet
(SE), stb., 7 északkeletet (NE). Természetesen ha egy mezs keleti, akkor a parja
nyugati, vagyis egy lépésben két mezét toltiink fel egyszerre. Az algoritmus maga
egy szokasos backtracking algoritmus, vagyis a kovetkezé parositatlan mezére
megtalaljuk a lehetséges parokat, az Gsszes lehetdség kiprobalasaval rekurzivan
hivva a tabla kitolts fliggvényt. Amikor ellendrizziik, hogy egy par lehetséges-e,
szintén meggy6zGdiink arrol is, hogy ne legyen tulblokkolés, vagyis folyamatosan
jegyezziik a blokkolt éleket is. Egy részletes magyarazat talalhato Makay Géza
személyes weboldalan [32].

Tapasztalatainkbol tudjuk, hogy a sebesség is kritikus tényez6. Tl sok ilyen
pérositas van, ezért megprobaljuk redukalni az esetek szamét. Két parositast

azonosnak mondunk a végtelen sikon, ha egymasba transzformalhatok elto-
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lassal, tiikrozéssel vagy forgatassal. Igy azért, hogy ne talaljuk meg tobbszor
ugyanazt a parositast, alkalmazunk egy transzformacioét minden parositasra a
8 x 8-as tablan. Ezen transzformélt parositasok koziil a legkisebbet vélasztjuk a
lexikografikus rendezésben. Ez azt is jelenti, hogy egy ilyen pérositas mindig O
és 4 értékekkel kezdgdik az elsé sorban, igy szintén csokkenti az esetek szamét,
ha ezen két értékkel kezdiink.

Természetesen a transzforméciok sordn észben kell tartanunk azt a tényt,

hogy a 8 x 8-as tébla 8-téruszos médon terjed ki a végtelen sikra. Részletesebben:

1. Vagy tiikrozziik a tablat vagy nem (két lehetséges eset) a kozépsé fliggs-

leges vonalra a 4-es és 5-0s oszlopok kozott.
2. Elforgathatjuk a tablat 0, 90, 180 vagy 270 fokkal (4 lehetséges eset).

3. Kiprobalunk minden téruszos (vagyis modulo 8) eltolast, amelyek 0-4 par-

ral kezd6dd tablat adnak

Minden parositasra a lexikografikusan legkisebb reprezentést valasztjuk.

A fenti moédszer csokkentette a megtalalt 6sszes 6 210 560 parositas szamat
és a programunk végiil 194 543 kiilénb6z6 parositast talalt kb. 4 perc alatt
egy 3.2 GHz Core i7 processzorral rendelkezs asztali gépen, 12 GB memoriat
hasznalva.

A parositasok letolthetsk a [32] weboldalrél. Erdekesség, hogy a kiilonbozs
jO pérositasok szama egy primszam lett.

Mivel nagyon sok kiilonb6z6 parositast kaptunk, egy természetes lehetdség
a rendszerezésiikre , ha grafban taroljuk Sket. A kdvetkezs részben mutatunk

egy természetes modszert a péarositasok kozti kapcsolatok definidlaséara.

5.4. A j6 parositasok rendszerezése egy grafban

Amikor kézzel keressiik a jo péarositasokat megfigyelhetjiik, hogy egy par
blokkolt él mentén valé eltolasaval, majd az igy "kiturt" par ismételt eltolasaval

1j jo parositashoz jutunk a kovetkez6 modszerrel:

1. Mozgassuk az els§ part a tablan. Ez a mozgatéas egy mez6t (pl. A-t) par

nélkiil hagyja és egy masik mez6t (B-t) két parral.
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2. Ezutan mozgassuk a B-ben eredetileg 1év6 pért egy eltolassal, igy a B-ben
ismét egy par marad a lépés utan. Ekkor viszont egy tijabb mezében lesz

két par.
3. Ismételjiik a 2-es lépést amig van olyan mezd, amelyben két par van.

4. Ez a modszer véget ér, amikor az utolso lépés az A mezének csinal Gj part,

melynek nem volt parja a lépés el6tt.

Természetesen ne felejtsiik, hogy egy 8-téruszos parositiason vagyunk és esze-
rint kell mozhatnunk a parokat. Mivel véges tablan vagyunk, a modszer vagy
véget ér a 4. 1épéssel, vagy ismétl6ds kordket kapunk. Ez utébbi eset azonban
nem lehetséges. Jegyezziik meg, hogy az A mezs6 nem lehet része a kérnek, mivel
neki nincsen parja, ezzel megtorné az ismétlgdést. Az elss 1épés, amely belép egy
ilyen korbe egy "lyukat" hagy maga utan (a koron kiviil), és ha a kor visszaér
ugyanahhoz a mez6hoz, a par visszafele fog mozogni, igy a kor nem kezddédik el
djra.

Szintén nem nehéz latni, hogy ezzel a modszerrel ismét egy jo pérositést
kapunk. Mivel az eredeti parositas jo volt, egy part eltolva a blokkolt él mentén
(8-téruszos értelemben) azt az élt tovabbra is blokkolja. Mivel ez a modszer
véget ér a 4. lépésben, nem lesznek parositatlan mezsk sem. Mivel a parokat a

téruszon mozgatjuk, tilblokkolas sem lehetséges.

5.9. dbra. Két példa a péarositasok kozti kapcsolatra

Azt mondjuk, hogy két parositas szomszédos a grafban, ha az el6z6 modszer
segitségével a masodik megkaphato az els6bdl (természetesen csak az el6z6 rész
szerinti kiilonbo6z8 parositasokat vessziik figyelembe). Ez a kapcsolat szimmet-

rikus, ami azt jelenti, hogy az utolsé part visszafele elmozgatva a fenti modszer
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szerint a mésodik parositasbol visszakapjuk az elébbit. Ezzel egy grafot kapunk,
melynek a csticsai a parositasok, az élek pedig a mozgatasos atalakulassal kap-
hatok.

Az 5.9 dbra mutat két példat erre a mozgatéasos atalakulasra. Mindkét eset-
ben az els6 parositas csak a kék parokat tartalmazza, a piros dominék pedig az
atalakulast mutatjdk a masik péarositasba. Miutén felirtuk az Gsszes lehetséges
kiilonb6z6 jo parositast, a programunk elkésziti a kivant grafot. Megprobalja
elmozgatni az Gsszes pérositast (megprobalja felszabaditani az Osszes mezdt a
8 X 8-as tablan), és az el6z6 rész modszerét hasznalja, hogy megtalélja a lexi-
kografikusan legkisebb reprezentansat az 4j parositasnak. Ez kb. 1 percet vett
igénybe az el6z6 részben leirt hardverekkel.

A kovetkez§ részben ratériink az igy kapott graf vizsgalatéra.

5.4.1. A graf vizsgalata

5.10. abra. A graf néhany komponenense, a Sixtep programmal késziilt [42]

5.1. tablazat. A graf alapvet§ paraméterei

csucsok élek komponensek | max fok | min fok | atlag fok

194543 | 532107 14 11 1 5.47

5.2. tablazat. A graf fokszameloszlasa
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

17 | 392 | 395 | 39811 | 66185 | 53222 | 25309 | 7547 | 1472 | 183 | 10

A fenti graf alapvets paraméterei lathatok az 5.1 tablazatban. 194 543 cstcsa

és 532 107 éle van. A graf nem Gsszefiiggs, ami azt jelenti, hogy nem tudunk egy
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tetszéleges parositasbol egy mésikba eljutni az el6zd részben leirt mozgatasos
dtmenettel. A 14 komponens egyike azonban egy drids komponens, amely tar-
talmazza a legtobb cstcsot (194 333). A graf oridskomponensének atmérdje 34,
ami azt mutatja, hogy még az 6rids komponens sem tiinik kisvilag grafnak. Van
5-5 kisebb komponens 10 és 16 csticesal és 1-1 komponens 6, 26 és 48 csiccsal.
Jegyezziik meg, hogy a 16 cstcsi komponens egy 4-dimenzios kocka. Az 5.10
&bran lathato néhany kisebb komponens.

A graf haromszogmentes és Osszes feszitett kore négy hosszu. A graf fok-
szameloszlasat az 5.2 tablazatba gytjtottik ki. Az atlag fokszam 5,47 mely
szerint atlagosan 5,47 a&tmenet taldlhato egy parositasbol egy mésikba. Két pél-
da 1-foku csdacsokra a legkisebb komponensben talalhato, melyet az 5.10 abra

tetején balra dbrazoltunk. Ezt a komponenst részletesebben is elemezziik.

5.11. abra. Ugyanaz a parositas két nézGpontbol, valamint négy kore

Az 5.11 abran lathatjuk ugyanazt a péarositdst balra és kozépen. Ez a példa
is mutatja, hogy két azonos parositast sem mindig kénnyt felismerni. Lathat-
juk, hogy ez a parositas rendelkezik egy forgatasi szimmetriaval. Az 5.11 abra
jobb oldalan pedig pirossal jelltiik a parositas négy darab 3-hossza korét, mely
koroknek két allapota van. Vagy van egy dominé a derékszog jobb oldalan (vas-
taggal vonallal jel6lve az abréan, 1-es allapot) vagy balra a derékszogtdl (vékony
parokkal abrazolva, 2-es allapot). Jegyezziik meg, hogy ha megvéltoztatunk egy
vagy tobb kort 1-es dllapotubdl 2-es dllapotiba vagy forditva, akkor egy ajabb,
kiilénb6z6 j6 parositast kapunk. Tovabba, ha alkalmazzuk a mozgatési &tmene-
tet egy tetszbleges dominén (nem csak a korokben), akkor is csak a négy kor
egyikének harom dominoja fog elmozdulni (a tobbi mozgatott dominé a kor

mozgasa utan visszadll a kiindulé helyzetébe).
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A forgatasi szimmetria miatt hat allapota van a parositasok ezen csoport-
janak: Ha minden kor az 1 (ill. 2) allapotban van; ha egy a 2-esben a t6bbi az
l-esben (vagy forditva); ha pontosan két szomszédos (ill. ha két nem szomszé-
dos) kor van a 2-esben. Nem tul nehéz ellendrizni, hogy hat cstucst legkisebb

komponenst éppen ez a hat (éppenhogy) kiilonb6z8 parositas adja.

5.5. Hasonlé eredmények

5.5.1. Hatszogracs

A kovetkezdkben a k-amd&ba Maker-Breaker jatékot vizsgaljuk a hatszogré-
cson, mely a korabbiak szerint ekvivalens a négyzetracsos sikkal, amennyiben
csak egy irdnyban engediink meg atlos nyerShalmazokat. A 3.10 allitas szerint
nem lehetséges j6 parositas, ha k < 7. k = T7-re pedig vannak jé parositasok,
amik koziil egyet mar lattunk is a 3.3 dbran. Minden ilyen parositas 6-téruszos,
ami azt jelenti, hogy kivéilasztva egy 6 x 6 résztablat egy jo péarositasbdl, az
blokkolja a harom irdnyu (fiiggsleges, vizszintes, egyféle atlos) 6-torusz jatékot
is, ezzel Breakernek nyerd stratégiat szolgaltatva.

Az el6z6 parositas szamold program egy modositott verzidjat hasznalva azt
kaptuk, hogy 26 kiilonb6z6 parositas létezik hr-re a hatszogracson. Jegyezziik
meg, hogy a hatszogracson mind a harom iradny ekvivalens, mig a négyzetracson
az egy atlo kiilonbozik a masik két iranytol. Igy a négyzetracson ennél t6bb jo
parositas is 1étezhet, melyek azonban a hatszogracson ekvivalensek lehetnek egy-
massal. Ebben az esetben a szimmetriak is kiilonb6znek, hiszen harom forgatasi
(0, 120, 240 fok) és harom tiikkrozési szimmetria van a hatszogracson.

Az 5.12 adbran lathatjuk a parositasokbol épitett grafot, ahogy a négyiranyu
verziora is lathattuk az 5.4.1 részben. A szimmetridk miatt ez a graf mar tartal-
mazhat hdromszogeket. A grafnak 26 cstucsa és 53 éle van. Az atlagfok 4,08 és a

minimalis és maximalis fokszamok 2 és 6. A graf sszefiiggs és hét az atmérdje.

5.5.2. Egy- és két iranyban

Ahogy a korabbiakban lattuk, egy iranyban egyféle lényegileg kiilonbozs

parositas létezik, mely minden sorban egymaés utan kovetkezs parokat tartal-
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5.12. dbra. A T-améba grafja a hatszogracson, Sixtep [42].

maz. Mivel a sorok fiiggetlenek egymastol, ezek a parok a kiilonb6z6 sorokban
tetszélegesen elcsisztatva (egymas alatt vagy egy négyzettel elcstsztatva) le-
hetségesek. A 3.5 dbran lathatjuk a parositast.

Két iranyban egy fokkal érdekesebb a helyzet, itt két kiillonb6z6 j6 parositas
is létezik, ahogy a 3.4 abran is lathattuk. A péarositasok itt is 4-toruszosak és a

[13] cikkben is bizonyitva van, hogy csak ez a két parositas lehetséges.

i i

£

5.13. abra. A Dugonics tér diszkévei.
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5.24. Megjegyzés. Bdr a [13] is bizonyitja rengeteg eset vizsgdlatdval, hogy
csak két j0 pdrositds létezik Ps-re, az dltalunk a 9-amdéba pdrositisaira adott
mddszer (természetesen az datlokkal nem kell torddni) lényegesen egyszeribben

adja ki ugyanazt az eredményt.

Erdekesség tovabba, hogy Szeged utcéin és terein, igy pl. a Dugonics téren

megtalalhaté mindkét parositas, ha a féldre néziink. Az 5.13 abra ezt mutatja.

5.5.3. Magasabb dimenziéban

Kruczek és Sundberg [30, 31] azt a kérdést vizsgaltdk, hogy a k-amdba maga-
sabb d dimenziés illetve tobb iranyvektoros valtozataiban a 3.10 allitas parositéis
létezésére vald alsé korlatja mennyire kozelithetd meg? Sejtésiik szerint mindig

létezik j6 parositas mar az als6é korlatot éppen csak elérve is.

5.25. Sejtés. [30] A Z¢ tdblin jdtszott Maker-Breaker jitékokra legyen S C 7.4
eqy véges halmaz, mely a nyerdhalmazok n = |S| db irdnyvektordt tartalmazza.
Breakernek létezik nyerd parositdsi stratégidja, ha a nyeréhalmazok mindegyiké-
nek hossza legaldbb 2n+ 1, vagyis Breakernek létezik nyerd pdrositdsi stratégidja

a k-amdbdra, ha k > 2n + 1.

Jegyezziik meg, hogy 3n hosszi nyershalmazokra Kruczek és Sundberg [30]
igazoltak Breaker nyerését, s6t, a sejtést aszimptotikusan igazolta P. Mukkamala

és Palvolgyi Domotor [34], akik az alabbi tételt bizonyitottak be:

5.26. Tétel. [34] Létezik olyan m = 2n + o(n), hogy a Z%-n jdtszott M-B jd-
tékban, ha minden nyeréhalmaz legaldbb m egymdst kévetd mezdbdl dll az n db

nyerd irdnyban, akkor Breakernek biztosan létezik j0 pdrositdsi stratégidja.

A 72 specialis esete visszaadja a mar ismert eredményt, hogy Breakernek 1é-
tezik parositési stratégiaja a k-amdébaban, akkor és csak akkor, ha k > 9. Harom
irdnyu nyeréhalmazok esetén k > 7, két irdnyban 5, egy iranyban 3 a kiiszobér-
ték. A magasabb dimenzids verziok azonban maig nyitottak. A legkézenfekvibb
Z3-beli eset amikor 13 nyerd irany vektor létezik: {(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0),
(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (0,1, —1), (1,0, 1), (1,—1,0), (1,1,1), (1,1, 1),
(1,-1,1), (—=1,1,1)}, a kocka sorai, oszlopai, at16i és testatloi. Itt a 3.10 allitas
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azt mondja, hogy k legalabb 27 kell, hogy legyen ahhoz, hogy j6 parositast kap-
junk. Az 5.25 sejtés szerint k = 27 esetben talalhatunk is ilyen parositast. Bar
a programunk erre az esetre is elkésziilt, a futési id6 reményteleniil hosszinak
tinik nemhogy az Osszes, de akarcsak egy jo parositds megtaldlasdhoz is. Itt
latszik, hogy a 8 x 8-as négyzethez képest a 26 x 26 x 26-os kocka egy nagyon
nagy ugras.

Eppen ezért harom dimenziéban egy kisebb problémat vizsgaltunk. Ha az
iranyvektoroknal elhagyjuk az atlokat, vagyis csak a {(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0)}
harom vektort tekintjiik, akkor allitasunk szerint k& > 7-re remélhetiink j6 paro-
sitast. Mas szavakkal ez egy Harary-jaték 3 dimenziéban, ahol a nyer6 poliominé

a P;. Az 5.25 sejtés szerint létezik is ilyen pérosités.

°l 1y
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5.14. abra. Egy jo parositas az atlok nélkiili 3-dimenziés 7-amébara

Val6ban, a szamitogépes keresés igazolta ezen elvardsunkat, ahogy az 5.14
&bran is lathaté. Ez egy domind parositds, mégpedig 3-dimenzidés 6-toéruszos
tipusti. Megadunk egy parositast a 6 x 6 x 6 kocka téruszon, annak rétegeivel.
Az egy rétegben 1évs vizszintes és fliggSleges parok nyilvanvaloak, a rétegek

kozti parokat pedig pontokkal és korokkel jeloljiik.



6. fejezet

Nyitott kérdések

"Kettds uton halad az emberi élet,
az eqyik a gyakorlat, mdsik az elmélet.”

(Arany Jdnos: A nagyidai ciginyok)

A hipergraf jatékok korében szamos kis jaték eredménye is nyitott kérdés
még. Emlitettiik mar az 5-, 6- és 7-amébat, a Harary allatok koziil a Snakyt
vagy a HJ(n,d) jaték szamos esetét. Ezek koziil most a 7-amd@béat vizsgaljuk meg
még egyszer részletesebben is; majd a fejezet végén egy egységes osztalyozast

adunk a hipergraf jatékok lehetséges kimeneteleire.

6.1. A 7T-améba megoldasi lehetdségei

Ahogy emlitettiik, a 8-am&bat Breaker nyeri. Egy lehetséges nyerd stratégi-
4ja, hogy a sikot felosztja elére 12 mezGhdl 4ll6 paralelogrammékra a 2.4 abra
jobb oldalén lathaté médon. Az alakzaton beliil a két fiiggsleges kettes, a hdrom
vizszintes négyes és a négy atlos (oldalakkal parhuzamos atlok mentén) harmas
lesznek a nyershalmazok. Mivel egy-egy paralelogrammaban Breaker meg tudja
akadalyozni, hogy Maker megszerezze valamelyik nyer6halmazt, a paralelogram-
mak alkalmas Osszeillesztése miatt Maker a végtelen tablan sem tud megszerezni
egy egymast kovetd nyolcast sem (vizszintes és fiiggéleges iranyban még hetest
sem).

Az eredményt 1980-ban publikilta egy holland matematikuscsoport a Monthly

71
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egy feladatara adott megoldasképp, T.G.L. Zetters dlnéven. Az alnév hollandul
betiiszed6t jelent, feltehetSleg a 9-amdébéara adott hasonld megoldas, a H ala-
ka poliominok alakjara utalva. Andries Brouwer honlapjan [8] azonban sajat
eredményeként utal ra, igy 6 is részese lehetett a 39 évvel ezel6tti megolddk
csoportjanak. Mindenesetre az eredmény méig érdekes, hiszen a 7-améba kime-
netele 2019-ben is nyitott kérdés.

A legnagyobb lépést az utobbi id6ben Csernenszky Andrés tette, aki belét-
ta, hogy a Chooser-Picker 7-améba jatékot Picker (Breakerként) nyeri [11]. A

Maker-Breaker verziora azonban ebbdl nem kovetkezik semmi.

6.1. Sejtés. Breaker nyeri a Maker-Breaker 7-amdbdt.

6.1. abra. A sik 4-szer végtelenes savokra valé felbontasa

Bontsuk fel a végtelen négyzetracsos sikot 4 x oo-es vizszintes savokra a 6.1
abran lathato modon. Legyen egy sdvban nyer6halmaz minden négy hosszi fiig-
gbleges, minden négy hosszi atlds, ill. minden negyedik, négy hosszu vizszintes
egyenes. Ha Breaker nyerni tud kiilon egy savban, akkor az egész tablan is meg
tudja akadalyozni a 7 hosszd nyerGhalmazok létrejottét.

Az el6z6nél erGsebb sejtés (annak elegendd feltétele), hogy itt is nyer Breaker,

hiszen itt Breakernek a révidebb nyer6halmazok miatt mar nehezebb dolga van.

6.2. Sejtés. Breaker nyeri a Maker-Breaker jatékot a 6.1 dbrdn ldathato 4 X co-

es tdbldn.

Annak érdekében, hogy szamitogépes vizsgalat ald vethessiik a jatékot, viz-

szintes irdnyba is végesiteni kell a tablat. Csernenszky Andras Gtlete volt, hogy
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6.2. abra. A sik 4-szer 8-as tablakra val6 felbontéasa

4 x 8-as résztabldkra ossza a négyszer végtelenes tablakat, de igy a toréseknél
létrejonnek kettes és harmas nyerGhalmazok, melyek tovabb koénnyitik Maker
dolgat. A kapott tablat és nyerGhalmazait a 6.2 4bran lathatjuk. Nyeréhalma-
zok lettek a vizszintes és fliggGleges négyesek mellett a két kettes (a2-bl ill.
gl-h2), és négy darab harmas (a3-b2-cl, a2-b3-c4 ill. f1-g2-h3, f4-g3-h2) is.
Bar a Chooser-Picker jatékban Picker nyerése megmutathato ezen résztab-
lara bontés segitségével, Breaker nyerése nem, hiszen ahogy a [13] irds mutatja,

ezen a 4 x 8-as tablan Maker nyer, igy ez mar til nagy nehezités lett Breakernek.

6.3. abra. A sik 4-szer 12-es tablakra valo felbontasa

Egyet visszalépve felbonthatjuk 4 x 12-es tablakra is a sikot a 6.3 abran lat-
haté6 médon, melynek eredménye azonban ismeretlen, s6t, egyelére reményte-
lennek is tiinik. A 48 mezén 48! esetet kellene végigprobalgatni, mely esetében
csekély vigasz a tabla kézepén lévs szimmetria (kettGvel valé osztas), illetve
egyéb megfontolasok. Papiron jatszva azonban Breaker nyerése valoszintsithe-
t6. Amennyiben mégsem, a sort folytatva 4 x 16-o0s, 20-as, stb. tabldkat lenne

sziikséges vizsgélni, melyek azonban egyelére még inkabb tavolinak tinnek.
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6.2. Résztablak blokkolasi ereje

juk.

6.3. Definicié. A H = (V, E) hipergrdif résztdabldikra bontdsa a V csicshal-
maznak egy felosztdsa kisebb T C V halmazokra, melyeken ij P = {p1,...,pm} C
T éleket definidlunk. Egy résztdbla blokkolja az A € E €lt, ha létezik p; € P,
melyre p; C A. Egy résztabldkra bontds jo résztdablakra bontds, ha blokkolja

az 0sszes A € I élt.

Ahogy a paroknal és siitiknél lathattuk, egy siiti (vagy par) blokkolasi erejé-
nek neveztiik azt a szamot, ahany nyerShalmazt blokkolni tudott egy siiti (par).

Hasonl6 blokkolasi szam résztablakra is definialhaté.

6.4. Definicid. Bontsuk fel a sikot egyforma résztdblakra, és legyen T a fel-
osztds eqy r méretd résztdbldja, a p1,...,p, nyeréhalmazokkal. Az m db nye-
réhalmaz dltal blokkolt eredeti, k-amdba nyeréhalmazok szima (d,) a résztdbla

blokkoldsi ereje.

6.5. Allitas. Ha létezik eqy jo résztablikra bontds a H = (V,E) hipergrdfra,
akkor d.|X|/r > |G| egyenldtlenségnek teljesilnie kell minden X C V, ahol
G={A:AcE,ACX}.

6.6. Példa. A 8-amdbdra alkalmazott Zetters-paralelogrammak blokkoldsi ereje:
a két fiiggdleges dsszesen 2(k — 1), a négy dtlds hdarmas ésszesen 4(k —2), mig a
hdrom vizszintes négyes dsszesen 3(k—3) nyerdhalmazt blokkol, dsszesen 9k —19-
et. Egy n X n-es résztablan vizsgdlva a

_ 2

(9k — 19)n > 4n?

12

egyenldtlenséget kapjuk, melybdl k > 7.44-et kapjuk, igy ez a résztablikra bontds

jo lehet a 8, de nem a 7-amdba ellen.

6.7. Példa. A fenti 4x12-es tdbla blokkoldsi ereje 2(k—1)+4(k—2)+42(k—3) =
48k — 136, amivel a 6.5 allitdsba behelyettesitve k > 6.83 értéket kapjuk, vagyis

a 7-amdba megolddsa lehetséges vele.
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6.8. Példa. A fenti4x8-as tdbla blokkoldsi ereje 2(k—1)+4(k—2)+26(k—3) =
32k —88. A 6.5 dllitdsba behelyettesitve k > 6.75 értéket kapunk. Bdr elméletileg
blokkolhato lenne a 7-amdba, az egyes résztablakon azonban nem tud nyerni

Breaker.

Lathatjuk, hogy a 4 x 12-es résztablakra bontas nem tinik rossz 6tletnek, a

megoldasahoz még tobb megfontolést kell tenniink.

6.3. Lehet6ségek az esetszam csokkentésére

Ebben a részben 6sszegytjtiink néhany lehetséges technikit, amely gyorsit-
hatja a keresést. Egy nyer6halmazt a jaték sordan még éldnek neveziink, ha
Breaker még nem rakott bele. Az adott pillanatban még iires mezék szama adja

az él6 nyerS6halmaz méretét.

6.3.1. Altalanos megjegyzések

e Ha a résztabla szimmetrikus, a szimmetridk szama szerint cs6kken (a 4 x

12-es esetben felezddik) a lehetséges megolddsok szama.

o Masik lehetGség szotarak alkalmazésa a gyakran eléfordulé allasokra. Spe-

cidlisan a végéllapotokra érdemes.

e Bizonyos szamu 1épés utan a jaték kisebb komponensekre bomlik, melyeket

elég kiilon-kiilon is vizsgalni.
e Breaker szamara gyakran csak egy lehetéség van, hogy ne veszitsen.
e Breaker tegyen mindig abba a nyerGhalmazba, amelybe Maker is tett?
o Ha Breaker szamara taldlunk egy j6 heurisztikat, azzal a lehet&ségek négy-
zetgyokét kapjuk.
6.3.2. Dominalas

Ha egy mez6 csak egy él6 nyer6halmazban van, ami legalabb harom méret,
akkor egyik jatékos se tegyen bele. S6t, a dominalas ketté méretnél is hasonléan

értelmes, mivel alkalmazhaté ra egy egy elemi parositas, igy csak idéhuzasra
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alkalmas. Trivialis észrevétel, hogy mar é16 nyerGhalmazban nem szerepld iires
mezdre szintén ne tegyen egyik jatékos sem.

Ha egy  mez6 tobb nyer6halmazban is szerepel, de van olyan masik y mezg,
amely ugyanazokban a nyerShalmazokban, és még legaldbb egy masikban is

szerepel, akkor z-et ne valasszuk.

6.3.3. Kettessel kell-e kezdeni?

A heurisztikank azt sugja, hogy ha van egy ketté méretii nyer6halmaz, ak-
kor Makernek érdemes azzal kezdeni. Ekkor ugyanis Breaker kényszerhelyzetbe
keriil, Maker pedig a két mez6 koziil a jobbikat valasztva Breakert a gyengébb
mez§ valasztasara kotelezi. Bar tobbségében igaz lehet, talaltunk ellenpéldat az

allitasra.

6.4. dbra. Kettessel kell-e kezdeni?

Legyen a tablank a 6.4 abra bal oldalan lathato, hét csticesal és 6t éllel
(egy kettes: 5-6 és négy harmas: 1-2-4, 1-2-5, 1-3-6, 1-3-7) rendelkez6 hipergraf.
Lathato, hogy ha Maker az 1-es csiiccsal kezd, majd mindig arra az agra tesz,
amelyre Breaker nem tett, nyeri a jatékot. Azonban ha az 5-6 par valamelyikével
kezd, Breaker a méasikat valasztja, ezutan Makernek az 1-es cstcsot kell vennie,
de Breaker kényszeritett 1épése utan Maker nem tud nyerni.

Hasonl6 a helyzet a 6.4 abra jobb oldaldn lathaté hipergrafjan is, mely az
el6zével ellentétben majdnem diszjunkt is. A kilenc cstcson 6t harmas (amelyek
egy egyenesre esnek) és egy kettes (7-8) él van. Ha Maker a 2-es cstccsal kezd,
nyer. De ha a 7-8 valamelyikével, veszit.

Lathato tehat, hogy ha Maker el6re eldonteni, hogy egy kettes nyeréhalmaz



6. NYITOTT KERDESEK 7

melyik elemét vélassza, az kiros is lehet a késébbiekben, igy ez a heurisztika

sajnos nem alkalmazhato.

6.4. Hipergraf jatékok osztalyozasa

Legyen H = (V, E) egy tetszoleges véges hipergraf, melyen vegyiik a kapcso-
16d6 hipergraf jatékot. Ekkor a hipergraf az alabbi hat osztaly valamelyikébe
tartozik, Beck [4]:

0. Class 0 (Triviadlis nyerés): Ebbe a kevéssé érdekes osztalyba azon hi-
pergrafok tartoznak, amelyekben minden jatszma kezdé nyerd. Legyen n
a legkisebb meéreti él. Ekkor |V| > 2n — 1 és V minden n-elemi halmaza

él.

1. Class 1 (Kényszeritett gyézelem): Ebben az osztélyban minden jatsz-
manak van gyGztese, vagyis nem létezik dontetlen. Az osztadlyban minden
jaték kezdd nyerd, hiszen mivel dontetlen nincs, a stratégialopas adja az

eredményt. A nyerd stratégia mikéntje azonban nem feltétleniil ismert.

2. Class 2 (Finom gy6zelem): Ide tartoznak azok a jatékok, melyekben lé-
tezik dontetlen pozicié, de ennek ellenére a kezdd jatékosnak 1étezik nyerd

stratégija.

3. Class 3 (Finom dontetlen): Azon hipergrafok osztalya, melyek normal

verzioja dontetlen, de a Maker-Breaker jatékot nyeri Maker.

4. Class 4 (Erds doéntetlen): Létezik Breaker nyers stratégia a M-B ja-

tékban, de parositési stratégia nem.

5. Class 5 (Parositasos dontetlen): Ezen osztaly elemeire létezik Breaker

nyer$ parositasi stratégia.

Jegyezziik meg, hogy minden osztalyba tartozik legalabb egy HJ(n, d) jaték.
Pl. a HJ(2,2) jaték a 0. osztalyba, a HJ(3,3) az elsébe. Mindkét osztalyba
végtelen sok HJ(n,d) jaték tartozik. A Tic-Toc-Tac-Toe (H.J(4,3)) viszont a
2. osztaly egyetlen ismert HJ(n,d) tagja, ahogy az eredeti Tic-Tac-Toe a 3.
osztalyé. A HJ(4,2) jaték mar a 4. osztaly eleme, melynek egy nagy rés utén
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a HJ(44,16) jaték a kovetkezs ismert tagja, és tovabbi végtelen sok magasabb
dimenziés példa taldlhaté még. Végiil az 5. osztalyba tartozik pl. az Osszes
HJ(n,2) jaték, han > 5.

Nyitott kérdés azonban, hogy van-e végtelen sok H.J(n,d) jaték a 2. és 3.

osztalyokban.
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7. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban a hipergraf jatékokokra alkalmazott parositasi stratégiakkal
és azok &ltaldnositasaival foglalkozunk. Hipergraf jatékoknak nevezziik azon ja-
tékokat, melyeket egy H = (V, E) hipergrafon jatszik I és II, akik felvaltva
valasztjak a tabla egy-egy elemét. A tabla mez6i a hipergraf V' cstcsai, mig az
FE élek a tablan 1évs nyerShalmazok, melyek megszerzéséért kiizd a két jatékos.
A normdl valtozatban mindketten elsGként szereznének meg egy nyeréhalmazt,
mig a Maker-Breaker verziéban csak Maker épit, Breaker célja kizarélag Maker
megakadalyozasa. A normaél jaték lehet kezdd nyerd vagy dontetlen, de a maso-
dik jatékos nem nyerhet optimalis stratégiat feltételezve, erre a megéllapitésra a
stratégialopas gondolatmenete vezet. A Maker-Breaker jaték vagy Maker vagy
Breaker nyerd.

Miutan a bevezets fejezetben definidljuk a hipergraf jatékokat, a stratégiak
fogalmat, majd kitériink néhany lehetséges stratégiara (péarositasok, résztablak,
sulyfiiggvények, esetvizsgalat), melyeket példakkal is illusztralunk, ratériink £
témankra, mely a lehetséges stratégidk egyike és altalaban Breaker alkalmazza,
a parositasi stratégidkra.

A parositasokrol szol6 fejezetben a pontos definiciok megadésa utan kedvenc
példankra, a kiilondz6 tipusi amébakra vizsgaljuk meg a parositasok erejét.
Megmutatjuk, hogy az eredeti, a négy irdnyd nyerGhalmazokat tartalmazé ver-
zioban létezik jo parositas a 9-amdba hipergrafjara (de kisebb k < 9-amdbara

nem létezhet), amivel egy Breaker nyers stratégiat is adunk a 9-amdébara. Ha a
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hatszogracson jatszunk, vagy a négyzetracson, de csak harom (vizszintes, fliggs-
leges és az egyik atlos) iranyban, akkor mar a 7-amdbara is 1étezik Breaker nyerd
parositasi stratégia, vagyis jo parositas. Mig ketts és egy irdnyud jatékok esetén
az 5- illetve 3-amdéba jatékokra létezik jo pérositas. Definidljuk a Harary-allat
jatékokat is, ahol Maker célja az elére megadott alakzat elérése. Megmutatjuk,
hogy az ismert Breaker nyer§ allatok mind péarositasi stratégidkkal nyernek,
majd megemlitjik az egyetlen nyitott kérdés, a Snaky esetét, melyre viszont

biztosan nem létezik parositasi stratégia.

7.1. 4bra. Parositasok és szinezések

Ezen bevezetSk utan ratériink a parositasok egy altalanositasara, mely egy-
fajta hidat képez a szinezések és a parositasok kozott. Mig a pérositasok esetén
a hipergraf csicsait 1épésenként egyesével parositjuk, egy szinezéssel viszont egy
lépésben; felmeriil a kérdés, hogy van-e valami &tmenet a két fogalom kozott.
Ugyanigy, a parositasok felfoghatok lépésenként torténd szinezésként is, szem-
ben az egy lépésben minden elemet kiszinezs szinezésekkel. A két fogalom kozott
ilyen fajta atmenetet vizsgalataink el6tt nem definialt senki.

A péarositasok és a szinezések altalanositasat siitiknek és siiti-elhelyezéseknek
neveztiik el, melyekkel a j6 szinezésekhez és j6 parositasokhoz hasonléan defi-
nidlhatunk blokkolast és jo siiti-elhelyezéseket is. Az altalanositott parositésok
mar kisebb méreti amdébakat is blokkolnak, mint a parositasok, ezek részletes
leirasat tartalmazza a 4. fejezet. Megtudjuk, hogy mig parositassal (mely a 2-
siiti elhelyezésekkel ekvivalens) csak a 9-amdéba blokkolhato, 4-siitikkel mar a
7-amdéba is, 6-siitikkel a 6-o0s, mig 8-siitikkel az 5-0s verzi6. Szamos nyitott kérdés
is felmeriil, valamint megemlitjiik a modszer egy alkalmazhatosagét a felgyorsi-
tott Chooser-Picker jatékokra. A parositdsokhoz hasonléan pedig megvizsgaljuk,

hogy a kevesebb irdnyt amdéba ill. a Harary jatékokra milyen eredményeket ad
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a modszer. Amennyiben csak a vizszintes és fiigg6leges irdnyokkal parhuzamos
nyer6halmazokat tekintjiik, akkor mig j6 parositas csak az 5-amébéara létezik,
3-siitikkel mar a 4-amgbat is blokkolhatjuk, megfelels 4-siitikkel pedig mar a
3-amdébéra is adhatunk jo siiti-elhelyezést. A 2-amdbéra véges jo siiti-elhelyezés
nincs, a sakktabla szinezés, mint oco-siiti elhelyezés megoldja a problémét.

A rakovetkezs fejezetben visszatériink a 9-amgéba parositasaihoz, melyekrél
azon kiviil, hogy létezik egy darab jo parositas, nem volt semmi az irodalomban
vizsgélataink el6tt. A fejezetben megmutatjuk, hogy milyen feltételeknek kell
teljesiilnie egy jo parosités létezéséhez, majd belatjuk, hogy ezen feltételek csak
8- illetve 16-toruszos parositasokhoz vezethetnek. Ezzel egyiitt bebizonyitjuk,
hogy nem létezhetnek szabélytalan tipusu parositasok, vagyis minden parosités
a 3.2 abran lathato Hales-Jewett parositdshoz hasonlé térusz szimmetridkkal

rendelkezik.
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7.2. dbra. Hales-Jewett parositas a 9-amdbara

Ezek utdn megszamoljuk az Osszes 8-toruszos parositdst, melyeknek nem
is a megszamlalasa, inkabb a megkiilénboztetése okozhat gondot. Az eredeti,
négyiranyu verzidban 194 543 kiilonb6z6 parositas létezik, melyek kozott egy
eltolas kapcsolatot is definidlunk. A parositasok és kapcsolataik alapjan grafba
rendezziik 6ket, majd jellemezziik az igy kapott grafot.

Hasonl6 eredmények a hatszogracson is kaphatok, ahol 26 kiilén6z6 j6 paro-
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7.3. dbra. Néhany eddig nem ismert parositas

sitas létezik, melyekre szintén felrajzoljuk a hasonldan kapott grafot. A fejezet
végén magasabb dimenziokba is kitekintiink, ahol a harom (derékszogt koordi-
nata rendszer tengelyeivel parhuzamos) irdnyban jatszott 7-am@bara mutatunk
egy jO parositast.

Az utolsé fejezetben megemlitiink néhany nyitott kérdést, és megprobalunk
kicsivel kozelebb 1épni az 1980 6ta megoldatlan 7-amdéba jaték megoldaséhoz
is, melynek keretein beliil a résztablikra bontds modszerével foglalkozunk még
részletesebben. Attekintjiik, hogy egy résztabla milyen blokkolasi erével ren-
delkezik, majd adunk egy konkrét résztdblakra bontast, mellyel megmutathaté
lenne a 7-am@ba Breaker nyerése. Mivel mar igen kis résztablak esetén is re-
ménytelennek tinik a teljes esetvizsgalat, attekintjiik a lehetséges heurisztikakat
és modszereket, melyekkel csokkenteni lehet az esetek szamat. Megcéfoljuk az
egyik heurisztikit, nevezetesen, hogy ha van kételemd nyer6halmaz, Makernek
mindenképpen érdemes azzal kezdenie. Az erre mutatott ellenpélda bemutatasa
utan zarasként a hipergraf jatékok egy osztalyozasat mutatjuk be.

A disszertacio az alabbi cikkek eredményeire épiil:

o L. Gyorffy, A. Pluhar (2016), Generalized pairing strategies — A bridge
from pairing strategies to colorings, Acta Univ. Sapientiae, Math., 8, no.

2, 233-248.

e L. Gytrfly, G. Makay, A. Pluhar (2019), Pairing strategies for the 9-in-a-
row game, Ars Math. Contemporanea, 16, 97-109.

e L. Gydrfly, G. Makay, A. London (2017), The structure of pairing strate-
gies for k-in-a-row type games, Acta Cybernet., 23, 561-572.



8. fejezet

Summary

In the thesis we investigate pairing strategies and their generalizations app-
lied to hypergraph games. Given an arbitrary hypergraph H = (V, E). The first
and the second players take vertices of V' in turns. The aim is to get an edge of
E (called winning set). We call these games hypergraph games. In the normal
(or Maker-Maker) version both of the players try to complete a winning set,
while in the Maker-Breaker version only Maker tries to have edges, Breaker’s
aim is only to prevent Maker’s plan. A normal game can be either a first player
win or a draw but the second player cannot win if both players play in a perfect
way. The concept of strategy stealing was introduced by John Nash for a special
game, hex, and rigorously proved in the general case by Alfred Hales and Robert
Jewett. Hence, a Maker-Breaker game can be either a Maker win or a Breaker
win.

First, we define hypergraph games and strategies, then we mention some pos-
sible strategies (pairings, cutting to sub-boards, potentials, case-studies) which
prove the win of Breaker (or Maker) and which are illustrated by some examp-
les. Secondly, we turn to our main topic, one of the above mentioned winning
strategies, the pairing strategies.

In the Chapter of Pairing strategies we investigate different types of k-in-a-
row games and demonstrate the power of pairings. We recall that in the original
version of k-in-a-row, in which we have four winning directions, there exists a

good pairing for the 9-in-a-row hypergraph but not for a smallest one, thus we
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give a winning pairing strategy for Breaker. If we play on the hexagonal board,
which is equivalent to the game on the rectangular board with three direction
(horizontal, vertical and one diagonal), then we have a good pairing to the 7-in-
a-row. In case of two or one winning directions there exists a good pairing for
the 5- i.e. 3-in-a-row games, respectively. We define the Harary-animal games
in which Maker’s aim is to reach a given polyomino. We list all Loser(=Breaker
Winner) animals an their pairing strategies, where the only open question among
the Harary-animals is the case of Snaky. It is still undecided if Snaky is a winner

or not, we only know that Breaker cannot have a pairing strategy.

8.1. abra. Pairings and colorings

After this introduction we turn our attention to the generalization of pairings
which gives us a bridge between two-colorings and pairings. Note that a pairing
induces a family of two-coloring of the hypergraph in the following sense. Instead
of coloring all vertices in one step, we only color a pair in each step, one element
by color 1, the other by color 2, until all pairs are colored. If the initial pairing is
good, then our coloring procedure is guaranteed to produce a good two coloring.
From the other side, instead of pairing the vertices one by one, we pair a subset
of vertices (color class 1) by another subset (color class 2). Our main goal is to

extend this relation to have a transition between pairings and two-colorings.

We call these generalization cakes and cake-placements. Similarly to pairings
and colorings, we can define blocking and good cake-placements, too. The ge-
neralized pairings can already block smaller k-in-a-row sets then pairings, the
particular descriptions are in the 4th Chapter. We show that pairings (which
are equivalent to 2-cake-placements) can block only 9- (or more)-in-a-row hyper-

graphs but there is a 4-cake-placement which blocks the 7-in-a-row hypergraph.
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Moreover, by 6-cakes we can block 6-in-a-row and by 8-cakes the 5-in-a-row.
There are some open questions in this topic, too, and we apply these generali-
zed pairings to biased Chooser-Picker games. We also investigate the k-in-a-row
hypergraphs in fewer direction vectors and the Harary-animals. For example, if
we consider only the horizontal and vertical winning directions, then by using
pairs we can block 5-in-a-row, while using 3-cakes we can even block 4-in-a-row
and by 4-cakes the 3-in-a-row hypergraph. For the 2-in-a-row we have only the
coloring of the chess table which blocks all 2-in-a-row sets in horizontal and
vertical directions.

In the next chapter we turn back to the pairings of the 9-in-a-row, before our
investigation the only known result was about that there exist one good pairing.
In this chapter we give a full description of a good pairing for the 9-in-a-row.
Actually we show that all pairing is an extension of an 8- or 16-torus, as the

Hales-Jewett one, in Figure 8.2.
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8.2. abra. Hales-Jewett pairing for 9-in-a-row

After that we went on listing all possible 8-toric pairings which has the diffi-
culty that we should check a lot of symmetries to distinguish the different ones.
In the case of the original 9-in-a-row hypergraph we found 194 543 essentially
different pairings. We can also investigate the connection between the pairings.

According to this connections (links) we order the pairings into a graph and we
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also describe that graph.

8.3. dbra. Some new pairings

We can have the similar investigation on the hexagonal board on which we
count 26 different pairings and get a similar graph. At the end of the chapter
we investigate similar questions in higher dimensions where we show a good
pairing to the 3-dimensional 7-in-a-row in 3-direction.

In the last chapter we list some open questions and sketch a possible way
to the solution of the 7-in-a-row game which is unsolved since 1980. We in-
vestigate the sub-board divisions in detail and define the blocking power of the
sub-boards. We even propose a sub-board division which can be good for the
7-in-a-row, but it has 48 elements on its table, which is too much for our com-
puters now. Since case studies are hopeless even for small tables, we consider
the possible heuristics to decrease the number of cases. We disprove one of these
heuristics, namely that, if there is a 2-element winning set, Maker must take it
at first. After the counterexample of this heuristic, at the end we give a complete
classification of the hypergraphs.

The dissertation is based on the following papers of the author:

e L. Gyérily, A. Pluhar (2016), Generalized pairing strategies — A bridge
from pairing strategies to colorings, Acta Univ. Sapientiae, Math., 8, no.
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e L. Gyérfly, G. Makay, A. Pluhar (2019), Pairing strategies for the 9-in-a-
row game, Ars Math. Contemporanea, 16, 97-109.

e L. Gy6rfly, G. Makay, A. London (2017), The structure of pairing strate-
gies for k-in-a-row type games, Acta Cybernet., 23, 561-572.



